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In der Klassenkörper Theorie geht es um abelsche Erweiterungen K/k. Im

”
globalen Fall“ ist der Grundkörper k ein Zahlkörper, d.h. endlich über Q oder ein

Funktionenkörper, d.h. endlich über einem Körper der Form Fq(X), im
”
lokalen

Fall“ ist k ein p-adischer Körper.
In der Algebraischen Zahlentheorie lernt man, dass es zu Primidealen p in k und
P über p in K Frobeniuselemente (p, K/k) in Gal (K/k) gibt, welche den Auto-
morphismus x → xN p der Restklassenerweiterung KP/kp induzieren - sogar ein-
deutig, wenn p unverzweigt ist. Wenn überdies die Erweiterung abelsch ist, dann
hängt das Frobeniuselement nicht von der Wahl des Primideals über p ab, und
durch multiplikative Fortstsetzung entsteht der Artin- Homomorphismus

ψK/k : I(ϑ)→Gal(K/k),

der definiert ist auf der Gruppe I(ϑ) der zur Diskriminate ϑ von K/k teiler-
fremden gebrochenen Ideale. Aus nichttrivialen Gründen, z.B auf Grund des
Satzes von Čebatarev, ist ψK/k surjektiv.
Es ist nun entscheidend, dass man Zyklen c betrachtet, die ϑ enthalten: das
sind endliche Kollektionen von Primidealpotenzen pmp und reellen Einbettungen
σ : k → R.
ψK/k ist dann auch auf I (c) definiert, und für geeignete c ist der Kern von ψK/k

auf I(c) von der Form PcN (c) - dabei ist N (c) die Gruppe der Normen der zu c
teilerfremden gebrochenen Ideale von K und Pc die Gruppe der gebrochenen
Hauptideale (α) mit α ≡ 1 mod?c, d.h.vp(α− 1) ≥ mp für p in c, σ(α) > 0 für
σ in c. Also: I(c)/PcN (c) ∼= Gal(K/k)
Diese Aussage heisst Artinsches Reziprozitätsgesetz, derartige Zykel nennt man
Führer des Artin-Homomorphismus. Im Spezialfall einer quadratischen Erweiterung
K/Q mit Diskriminante d ist Frob (p,K/R) für p - d durch das Legendre Symbol
(d
p
) gegeben, also ψK/k(x) = ( d

x
) für x teilerfremd zu d.

Ein Führer ist in diesem Fall |d|, und das Artinsche Reziprozitätsgesetz liefert,
dass ( d

x
) nur von |d| abhängt - woraus man sofort das Quadratische Reziprozitäts-

gesetz gewinnt.
Der Existenzsatz der Klassenkörper Theorie besagt, dass es zu jedem Zykel c auch
eine Erweiterung Hc/k gibt, sodass man einen Isomophismus
ψ: I (c)/PcN (c) ∼= Gal(Hc/k) hat.



Hc ist die maximale abelsche Erweiterung von k, in der alle Primhauptideale in
Pc vollständig zerfallen.
Insbesondere bei c = (1) : H(1) ist die grösste abelsche Erweiterung von k, in der
alle

”
Primstellen“( Primideale oder Einbettung nach C) unverzweigt sind. Man

hat dann Gal(H(1)/k) ∼= Klassengruppe von k und
H(1) heisst Hilbertscher Klassenkörper von k. Natürlich gilt H(1) = Q für
k = Q, aber schon bei imaginärquadratischenK/Q sind die Hilbertschen Klassenkörper
ein faszinierender Gegenstand, der bereits im 19. Jahhundert Anlass zu tief-
sinnigen Untersuchungen gab.
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