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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Theorie der Kettenbriiche. Die Darstellung ei-
ner irrationalen Zahl durch einen Kettenbruch wird zunéchst an einigen Beispielen dargestellt.
Weiterhin wird der geschichtliche Hintergrund umrissen. Die Beweise mehrerer diophantischer
Gleichungen erfolgt auf der Grundlage einiger elementarer Lemmata und der Einfithrung der
Zwischenbriiche. Des Weiteren werden quadratische Irrationalitédten sowie schlecht approximier-
bare Zahlen in Bezug zu der Kettenbruchentwicklung betrachtet. Danach werden einige Ergeb-
nisse der Ergodentheorie dargestellt und auf die Gaufl-Abbildung angewendet. AbschlieSend
werden mehrere Asymptoten gezeigt.

1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Theorie der Kettenbriiche. Kettenbriiche kénnen
zur Approximation von rationalen sowie irrationalen Zahlen genutzt werden und haben als einfache

Kettenbriiche die folgende Form:

ag +
ay +

az +
1

aq + ...

as +

Die dargestellten Variablen aj, ag,... sind im Folgenden immer ganze natiirliche Zahlen (ohne die
Null) - a¢ stammt aus Z. Kettenbriiche kénnen auch Ausdriicke beinhalten, die keine natiirlichen
Zahlen sind. Solche Fille werden im Folgenden nicht betrachtet. In der vorliegenden Arbeit werden
nur einfache Kettenbriiche betrachtet, welche eine irrationale Zahl approximieren.

Die Darstellung einer irrationalen Zahl durch einen einfachen Kettenbruch endet nicht. Wird die
Entwicklung nicht abgebrochen, dann entspricht dieser Kettenbruch der irrationalen Zahl. Wenn sie
abgebrochen wird, dann wird der Bruch, der sich aus der endlichen Kettenbruchentwicklung ergibt,
N#herungsbruch genannt. Dieser Niherungsbruch bietet eine Approximation an die irrationale Zahl.
In dieser Arbeit werden vielfiltige Eigenschaften dieser Approximation in Lemmata und Sétzen
dargestellt und bewiesen. Die dargestellten Eigenschaften und Sétze lassen sich ohne Weiteres auf
die Kettenbriiche, die eine rationale Zahl approximieren, {ibertragen. Die Einschrinkung auf die
irrationalen Zahlen erfolgt zu Gunsten einer besseren Lesbarkeit. So muss nicht in jeder Darstellung
und jedem Beweis der rationale Fall als Spezialfall erwéhnt werden.

AuBlerdem werden Kettenbriiche benutzt, um die irrationalen Zahlen in verschiedene Klassen
aufzuteilen. So gibt es gewisse irrationale Zahlen, die sich nur schlecht durch einen Kettenbruch
anndhern lassen. Die Menge dieser Zahlen hat jedoch unter dem Lebeque-Mafl den Wert Null.

Zunéchst wird in Abschnitt 2 ein kurzer Einblick in die Geschichte der Kettenbriiche gegeben.
Dann wird in Abschnitt 3 die Entwicklung eines Kettenbruchs beispielhaft dargestellt. Im Abschnitt
4 werden einige Eigenschaften der Kettenbriiche gezeigt, die in den ersten vier Lemmata zusam-

mengestellt werden. Aulerdem wird ein Merkmal des Medians zweier Briiche in Lemma 5 bewiesen,
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welches bei der Betrachtung von speziellen Medianen, den Zwischenbriichen, in Abschnitt 6 wichtig
ist. Des Weiteren wird gezeigt, dass die Darstellung eines Kettenbruchs eindeutig ist. Die ersten
vier Lemmata werden in vielen Beweisen der nachfolgenden Sitze bendétigt. Das Konvergenzver-
halten der Kettenbriiche wird in dem Abschnitt 5 untersucht. Fiir den Beweis der Konvergenz der
Kettenbriiche werden noch zwei weitere wichtige Eigenschaften gezeigt. In dem Abschnitt 6 werden
die Zwischenbriiche eingefithrt. Der Abschnitt 7 beschéftigt sich mit der Giite der Approximati-
on der Naherungsbriiche. Die verschiedenen Sédtze bieten eine Abschétzung fiir den Abstand eines
Néherungsbruchs zu der irrationalen Zahl, die durch diesen N&herungsbruch approximiert wird.
Dem Zusammenhang zwischen quadratischen Irrationalitdten und den zugehorigen Kettenbriichen
widmet sich der Abschnitt 8. Die schlecht approximierbaren Zahlen, d.h. irrationale Zahlen, de-
ren Kettenbruchentwicklung bestimmte Eigenschaften erfiillt, werden in dem folgenden Abschnitt
9 behandelt. Abschlieend folgt eine weitere Betrachtung einiger Eigenschaften der Kettenbriiche
mit Hilfe der Ergodentheorie, die zu Beginn des Abschnitts 10 dargestellt wird.

2 Historischer Abriss

Fibonacci (1170-1250) versuchte als erster, eine allgemeine Definition fiir Kettenbriiche anzuge-
ben. Vor diesem Versuch wurden Kettenbriiche bereits fiir bestimmte Probleme angewendet und
Kettenbruchdarstellungen entwickelt. Schon die alten Griechen haben sich mit der approximativen
Vereinfachung von Briichen beschiftigt, welche mit den Kettenbriichen zusammenhéngen (Vgl. [1],
Seite 3, 51).

Die Geschichte der Kettenbriiche begann etwa dritten Jahrhundert vor Christus mit dem eu-
klidischen Algorithmus. Dieser fiihrt zu einem abbrechenden Kettenbruch und ist nach Brezinski
eines der besten Beispiele. Die erste unendliche Kettenbruchentwicklung wurde von Iamblichus
(Ende des dritten Jh.) und Proclus (410-485) berichtet. Aus geometrischen Uberlegungen wurden
N#herungen fiir die Wurzel aus 2 berechnet. Die Gleichungen, die aufgestellt wurden, fiithren nach
einigen Umformungen zu den Formeln der modernen Kettenbruchtheorie, wie sie in Lemma 1 und
2 dargestellt und bewiesen werden. Es gibt noch viele weitere Beispiele, deren Ausfithrungen hier
nicht erfolgen (Vgl. [1], Seite 1, 13-14).

Auch die Schreibweise dnderte sich im Laufe der Geschichte mehrfach. So benutzte Cataldi im
Jahr 1613 die Form: ,ao& ;=& =& . Peano (1858-1932) gab im Jahr 1903 den Kettenbruch die

Darstellung ,,‘1—‘ + \CITL + C%“. In der vorliegenden Arbeit wird eine andere Schreibweise benutzt, die

a
wenig Platz in 1Ansplruch nimmt und in einer Zeile notiert werden kann: ,a = [ag; a1, ag, as, ...]“.
Die verkiirzte Darstellung fiir Kettenbriiche, deren erstes Element Null ist, hat die folgende Form:
la1,a2,...] =[0;a1,a2,...] (Vgl. [1], Seite 44, 48).

Die bedeutesten Mathematiker, die sich im 18. Jahrhundert mit den Kettenbriichen beschéftigt
haben, waren Euler (1707-1783), Lambert (1728-1777) und Lagrange (1736-1813). Euler bewies
unter anderem, dass jede rationale Zahl in einem endlichem Kettenbruch entwickelt werden kann,
dass eine irrationale Zahl durch einen unendlichen Kettenbruch dargestellt wird und dass ein pe-
riodischer Kettenbruch eine quadratische Irrationalitéit ist. Lagrange bewies die Riickrichtung der

letzten Aussage. Lagrange gab auflerdem einen kompletten Beweis fiir die Losbarkeit der Pell’schen
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Gleichung 22 — Ny? = 1 mit x,y, N € N. Lambert zeigte unter anderem die Irrationalitéit von 7. Im
19. Jahrhundert wurde das Thema der Kettenbriiche populir. So gab zum Beispiel Seidel (1821-
1896) die erste prézise Definition der Konvergenz und Divergenz der Kettenbriiche an (Vgl. [1],
Seite 97, 109-113).

3 Entwicklung der Kettenbruchdarstellung

Im Folgenden wird beschrieben, wie eine Kettenbruchdarstellung gefunden werden kann. Fiir irra-
tionale Zahlen konnen meist nur endlich viele a; der Kettenbruchentwicklung angegeben werden,
ohne dass sich ein mogliches Schemata zeigt. Dies ist zum Beispiel bei der Zahl 7 der Fall. Auch
bei den algebraischen Zahlen ({« : a1 '+ a2 + ...+ apa = 0,a1,a9,....an € Z}) wurde
bisher kein solches Gesetz gefunden. Die Ausnahme bilden die quadratischen Irrationalitéiten. Am

folgenden Beispiel wird die Kettenbruchdarstellung einer quadratischen Irrationalitdt entwickelt

1 1 1 1
a=V12=3+v12-3=3+—=3+——"=34+——"7—"=34+——"—"—
V12-3 V1243 V12 -3 1
R — 24 ——- 24+ —-—
3 3 3
V12 -3
1 1 1
=3+ =34+ - —34+
2 ! 2 ! 2 !
+ + +
3(vV12 + 3) V1243 6++v12—-3
3

Damit ist die gesamte Kettenbruchdarstellung bekannt, da sich v/12—3 auch im dritten Term finden
lasst. Die folgenden Umformungsschritte kénnen unendlich oft wiederholt werden. Der Kettenbruch
ist also periodisch: v/12 = [3;26262626...] = [3;26].

Fiir eine Bruchzahl ist die Entwicklung der Kettenbruchdarstellung einfacher, da in der Umfor-
17
32

5 ergibt sich ihre Darstellung wie folgt

mung nur rationale Zahlen auftauchen. Fiir die Zahl

1 1 1 1 1 1
0+ =0+ =0+ -0+ =0+ 0+
= 15 1 1 1 1
1+ — 1+ — 1+ 14—
17 17 X 2 , 1 , 1
- _'_7
2 2

7 _
32

=[0;1,1,7] = [1,7,7].

In dieser Kettenbruchdarstellung kann sich das letzte Element als 1 ergeben. Dann wiirde die
Darstellung nicht mehr eindeutig sein. Aus diesem Grund wird es nicht erlaubt, bei einem endlichen
Kettenbruch 1 als letztes Element zu wéahlen. Mit diesem Kettenbruch kénnen Approximationen
dieser Zahl bestimmt werden. Es kann gezeigt werden, dass dies die beste Approximation ist (Vgl.
2], Seite 22-30). Fiir den Bruch é—; erscheint es jedoch nicht sinnvoll ihn zu approximieren. Aber

falls eine Zahl, wie beispielsweise ggggggg angegeben ist, kann es sinnvoll sein, eine Niherung
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dieses Bruches zu bestimmen, wie beispielsweise % (Vgl. [1], Seite 7). Diese Naherungen werden
als Ndherungsbriiche bezeichnet und werden meist in der Form 2—: beschrieben. Dieser Bruch wird
k-ter Naherungsbruch genannt.

Fiir den Bruch éi ergeben sich dann die folgenden Naherungen

2
1 1 1 1
P —o &204-* @:0—#7:0,5 p—?’:i:—?.
9 Q1 1 ) 1 a3 1 32
14— 1+ —
1 1
1 _
+ 7
Fiir +/12 ergeben sich in gleicher Art und Weise
Po_ 4 PL_ 55 p2 _ 45 ps _ 97 ps _ 627
q0 qn ’ g 13 q3 23 qa  181°

Die Darstellung eines Naherungsbruchs ist zunéchst als ein Bruch nicht eindeutig. Deshalb wird im
Folgenden eine kanonische Form fiir die N&herungsbriiche induktiv eingefiihrt (Vgl. [2], Seite 3-4).
Sei also o = [ag; a1, @z, ..., ap]. Fiir 2 wird die kanonische Form als G gewéhlt (997 (ao, 1) = 1). Sei
die kanonische Form fiir die N#herungsbriiche mit n < k schon definiert, d.h. g¢T'(pn, qn) = 1 fiir

alle n < k. Nun ist zu zeigen, dass sie auch fiir k = n existiert. Fiir [a1; ag, ...] existiert die kanonische
Pr_1

Form des (k — 1)-ten Néherungsbruchs als += = la1;az, ..., ax] mit ggT'(p;_,,q;_,) = 1. Damit
-1
existiert die kanonische Form auch fiir z—: = [ap; a, ..., ag] durch
1 Qo aop *k—1 +q;_
[ap; a1y ...,ar] = ap+ ———  =apg + ot S k=1
la1; az, ..., ag] PFE-1 PHi—1

Im Weiteren werden die Ndherungsbriiche immer durch diese kanonische Form dargestellt. Fiir alle
Niherungsbriiche ist somit der grofite gemeinsame Teiler ggT (px, qx) gleich Eins.

Die Darstellung durch einen Kettenbriiche kann auch auf anderer Art bestimmt werden. Mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus ergeben sich die einzelnen Teilnenner a; als die Reste vy. Fiir
ein beliebigen Bruch § wird ¢ = ug und d = u; festgelegt. Mit dem euklidischen Algorithmus ergibt

sich
ug = urv1 +uz , U = U202 + U3 , UL = UV2 + U3 ..., Up—1 = UnpUp,

wobei uy, und vy, fiir alle k in N liegen. uy, wird durch w1 geteilt, vgy 1 ist das abgerundete Ergebnis
und wugo ist der verbliebene Rest. Fiir diesen Rest muss gelten: 0 < ugyo < ug41. Dadurch ist die
Wahl der einzelnen Zahlen im euklidischen Algorithmus eindeutig.
Der Rest eines Kettenbruchs ry = [ag; ag+1,...] hat die folgende Eigenschaft:
1

lag; a1, ...] = ag + —,
1

die sich aus der Darstellung eines Kettenbruchs ergibt.
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4 Grundsitzliche Eigenschaften

Sowohl der Zé#hler als auch der Nenner eines Niherungsbruchs lassen sich durch eine rekursive
Formel aus den vorherigen beiden Zahlern und Nennern sowie einem Koeflizienten aus der Ket-
tenbruchdarstellung bestimmen. Diese Eigenschaft wird in dem folgenden Lemma dargestellt und

bewiesen.

4.1 Rekursive Formel zur Bestimmung von p; und ¢; eines Ndherungsbruchs

Lemma 1. Es gilt fiir o = [ag; a1, as,...]

Qk+1 = Ok+19Kk + Qk—1

Pk+1 = Qk+1Pk + Pk—1

Beweis. (Vgl. [2], Seite 5) Der Beweis folgt per Induktion. Die Induktionsvoraussetzung wird bei
dem Naherungsbruch fiir den Kettenbruch, der erst mit dem zweitem Term a; beginnt, angewendet.
Aus diesem Grund gilt die Induktionsvoraussetzung fiir die Darstellung fiir agy1 statt fiir ag. Um
den Induktionsschritt durchzufiithren, werden zunéchst einige Bezeichnungen eingefiihrt. Es wird
ein Zusammenhang zwischen den Quotienten der Naherungsbriiche von [ag; a1, ...] und [ai;az, ...]
hergestellt, der im Beweis genutzt wird.

. P .
Sei ﬁ = la1; az, ..., ag41], dann gilt

Pkt 1 1 %G _ aopy + 4
;:[ao;alv"-vak—%l]:aO‘F - =ap + o :CLO‘F*}::#.
dk+1 [al,ag,...,akH] qfl: s 2
k
und wegen gg7T (pk, qx) = 1 folgt
Pr+1 = aopy + ¢ und i1 = Py (1)
Induktionsanfang: k = 0
Fiir die ersten beiden N&herungsbriiche gilt
a 1 apa; + 1
@:[ao]zio und pilz[ao;al]:ao_i_i:L'
0 1 q ai a

Damit gilt
po=aop, go=1, pr=aoar+1 und ¢ =ay.
Es wird weiterhin festgesetzt

p_1=1 und ¢_; =0.
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Somit folgt der Induktionsanfang, da

p1=aoa1 +1 =aipo +p_1
Q1 =a1 =aiqo+q-1.

Induktionsvoraussetzung: Sei die Formel fiir jedes beliebige o = [ap; a1, ag, ...] wahr

Pk = GPr—1 + Pk—2

qx = akqi—1 + qr—2.

Die Induktionsvoraussetzung ist dann auch fiir [a1; ag, ...] wahr. Da in diesem Fall an der (k+1)-ten

Stelle der Koeffizient aj,1 steht, ergibt sich die Induktionsvoraussetzung als

* * * * * *
Pk = Qk+1Pk—1 + Pr—o und g = ag195_1 + Gr_o; (2)
bei Po_1 _ . d Pz _ .
wobei ==L = [aj;ag, ..., ax] und E=2 = [a1; ag, ..., ak_1].
91 9r—2

Induktio;lsschritt: k—k+1

—~
~

(2)
Pey1 = 0Pk + G = ao(@rr1Pk—1 + Pr—2) + Gt 1@e—1 + o

1)
ar+1(aopr_1 + qp_1) + (@opf_o + G5_2) = Apy1Pk + Pr—1

—~
~—

2 o
Qo1 = Dk = Qht1Ph_1 + DPho = Ght1qk + qa—1-

Damit folgt die Behauptung. O

4.2 Eine grundlegende Eigenschaft

Das folgende Lemma wird fiir die Beweise vieler Sitze dieser Arbeit benttigt und ist eine inter-

essante Eigenschaft der Niherungsbriiche.

Lemma 2. Fir alle k > 0 gilt

(i) qpe-1—pege1 = (=1
(i) Qrpe—2 — PrGe—2 = ap(—1)""".

Beweis. (Vgl. [2], Seite 5-6) Lemma 2 lésst sich aus dem Lemma 1 folgern. Nach wenigen Umfor-
mungen des Gleichungssystems aus der Behauptung des Lemmas 1 ergibt sich eine Gleichung, aus
welcher durch iteratives Anwenden die Behauptung folgt.

Zu (i): Laut dem Lemma 1 gilt fiir £ > 0 das folgende Gleichungssystem

qk =0kqk—1 + qx—2

Pk =0kPk—1 + Dk—2- (1)
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Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit g1 und der zweiten Gleichung mit pg_; ergibt sich

QkPk—1 =0kQk—1Pk—1 T Qk—2Pk—1
PkAk—1 =0kPk—1q9k—1 T Pk—2qk—1-

Nun zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab und erhilt
QkPk—1 — PkGk—1 = —(qk—1Pk—2 — Pk—1qk—2)-
Durch wiederholtes Anwenden dieser Schritte bis k = 1 ergibt sich schliefllich
Gepr—1 — Prde—1 = (—1)*(gop—1 — q—1po) = (-1)*(1- 1 =0~ ag) = (-1)*.
Zu (ii): Beweis analog zu (i). O

4.3 Eigenschaft des Zihlers eines Niherungsbruchs

Lemma 3 folgt aus dem Lemma 1 durch vollstdndige Induktion.

Lemma 3. Firk > 1 gilt

dk
_— = [ak; QoD y ey al].
k-1
Beweis. (Vgl. [2], Seite 7-8)
Induktionsanfang: Fiir k = 1 gilt
ﬂ = a1 = [al].
q0
Induktionsvoraussetzung: Es gelte
dk—1 dk—1
—— = [ag_1;a_2,...,a1] bzw. qp_o= - . (1)
Qk—2 lak—1; ak—2, ..., a1]

Induktionsschluss: Laut dem Lemma 1 ist

_ 1 qk—1 _ 1
Gk = apqr—1 + qk—2 = apGr—1 + - = (qk—1 | 0k + -
lak—1;ar—2, ..., a1] lak—1;ak—2, ..., 1]

= Qkfl[ald Af—15 - a1]~

Daraus folgt die Behauptung O
4.4 Eine Darstellung von a = [ag;ay,...] mit den Termen pg, ¢, und r; des Ket-
tenbruchs

Auch das folgende Lemma wird in der weiteren Arbeit mehrfach benétigt. Es bietet eine Moglichkeit,

a durch pg, ¢ und r; darzustellen, bei geeigneter Wahl der Indizes. Der Beweis von Lemma 4
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folgt wieder per Induktion. Die Hauptidee der Beweise von Lemma 1 und 4 ist identisch. Auch
in diesem Beweis erfolgt das Anwenden der Induktionsvoraussetzung bei dem Néherungsbruch fiir

den Kettenbruch, der erst mit dem Term a; beginnt. Sei

Pk

o [a1; a9, ...;ax11] und  rp = [agi1; apa2, ... (1)
k

Dann gilt (Vgl. Beweis von Lemma 1)

Pr+1 = aopy, +q, und  qry1 = pp- (2)

Lemma 4. Firk > 1 gilt

= Dk—1Tk + Dk—2

[ag; a1, ...] = .
Y Qk—17Tk + Qk—2

Der Beweis erfolgt in Anlehnung an ( [7], Seite 7), unterscheidet sich aber in der Beweisstruktur
von dem dort gefiihrten Beweis.

Beweis. Die Behauptung wird per vollstdndiger Induktion gezeigt.
Induktionsanfang: Fiir k£ = 1 folgt

o+ 1 am+1 ari+1 por1i+p-a
[a1;az, ...] 71 71 1-714+0  qor1+q-1

[ap; a1,...] = ap +

Induktionsvoraussetzung: Es gelte

| = Dk—1Tk + Pk—2

[ag; a1, ...] = )
Qk—1Tk + Qk—2

Induktionsschritt: £ — k£ + 1

Es gilt laut Induktionsvoraussetzung

* * *
_ Pr1Ti T Pr—o

[a1;az,...] = . (3)
Up1"p + Qs
Dann gilt auch
l[ao; a1, ...] = ag + 1 @) ao Qr1"k T G2 _ a0 (P—1T% + Ph—2) + Ga T T Gz
T la1; az, ...] Pr1"r T Pr_so Pr—1Tk T Pr_o
_ ri(aopi_y + @i_1) + aoPi_o + Gi—s () PrT 4 Pr1 (1) PRTRi1 + PRt
Dr_1Tr tDPh_o Tt Q-1 QTr+1 QK-

4.5 Median von Briichen

Die Eigenschaft, die das folgende Lemma zeigt, wird im Abschnitt 6 benttigt, welches sich mit den
Zwischenbriichen beschéftigt.
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Lemma 5. Der Median % der Briiche § und 3 liegt zwischen diesen beiden Briichen, falls b,d > 0.

Beweis. (Vgl. [2], Seite 14-15) O.B.d.A. sei § > ¢, dann gilt: ad > cb. Es folgen die Ungleichungen

atc _ a _ (atc)b—a(b+d) _ cb—ad <0
bd ~ b (brdb . (brd)b
atc ¢ _ (atc)d—c(b+d) _ ad—ch

und G - 0= T Ggdd = (add > O

Daraus folgt durch Addition der Terme 7 oder 3

a+c<g nd a+c>c
b+d b M byd  d

und es folgt die Behauptung. O

4.6 Eindeutigkeit der Darstellung

Lemma 6. Die Darstellung jeder Zahl o ist durch [ag; a1, ...| eindeutig bestimmit.

Beweis. (Vgl. [2], Seite 19) Der Beweis erfolgt ebenfalls durch Induktion. Angenommen es gibt fiir

ein a zwei Darstellungen
* *
a = lag;a1,...] und «a=]lagy;al,...

mit a; # a; fiir mindestens ein 7 € N.

Wegen ag = |«] und afy = || gilt, dass a1 = a] (Vgl. Abschnitt 3).
Sei nun k € N, so dass a; = a; fiir i = 0, ..., k. Dann gilt

Pr—1 _ Pk-1

*
p—f =25 und — = —. (1)
qx qk 4.1 qk—1

Aufgrund des Lemmas 4 gilt

oo PR AP DPiThe1 T Phq
QkTk+1 + Qr—1 G T Gy

Es ist ax11 = aj,, zu zeigen. Wegen (1) ist 7441 = 7., da o ansonsten zwei unterschiedliche

Werte annehmen miisste.

Aus 141 = 1p, folgt agp1 = aj 4, da agq1 = erHJ = LT;;HJ =ag -
Damit folgt die Behauptung. O

5 Konvergenz

5.1 Beziehungen zwischen den Niherungsbriichen

Fiir den Vergleich der Néherungsbriiche wird jeweils ihre Differenz betrachtet. Beide Ndherungs-
briiche werden zunéchst auf einen Hauptnenner gebracht. Mit Hilfe von Lemma 2 ergibt sich direkt,

ob die Differenz grofier oder kleiner Null sein muss.
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Satz 1. Fir allel, k € N gelten folgende Aussagen

(41) Pr P4 D6 P2

< =<
2 94 9s 92k
(1) DB PSPty
q a3 a5 42k—1
(i) P2 5 P2k
q2i+1 Q2K

Beweis. (Vgl. [7], Seite 5-6) Sei k > 1 eine ganze Zahl. Die Behauptung ergibt sich aus den folgenden
Gleichungsketten
Zu (i):

Pak _ D2k—2 _ Pokdek—2 — P2k—292k Lemma 2 —((=1)*lay)
G2k q2k—2 G2k 42k—2 G2k 2k—2

> 0.

Zu (ii): Analog zu (i).

Zu (iii):
P2kl P2k _ P2k41G2k — P2k@2k+1 Lemma 2 —(=1)*! =0
QP2+l G2k Q2k+192k Q2k+192k
Somit gilt mit (ii)
@<P2k+1 <p2k71 <...<7£. (1)
42k Q2k+1 42k-1 a1

Daher gilt die Behauptung fiir %}z < Z—:, n € {1,3,5,...,2k + 1}. Es bleibt zu zeigen, dass sie auch
fiir alle ungeraden n > 2k + 1 gilt. Man nehme das Gegenteil an

Do o DAL g 9l 41 =n > 2k + 1. (2)
@k 92041
Nach (i) gilt aber
Do o < P22 P2 g 41> 2k 41 (3)
42k Q-2 q2
Mit (2) und (3) wiirde nun aber folgen
b2 > pai+1
q21 q2i+1
Dies ist ein Widerspruch zu (1). Die Behauptung (iii) ist damit gezeigt. O

5.2 Eine untere Grenze fiir den Nenner der Niherungsbriiche

Satz 2. Fir beliebige k > 2 gilt: q, > 2°7.

Beweis. (Vgl. [2], Seite 13-14) Der Beweis folgt per vollstéandiger Induktion. Der Induktionsanfang
erfolgt fiir £k = 2 und k& = 3, damit die Anwendung von Satz 1 im Induktionsschritt fiir gerade und
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ungerade k getrennt erfolgen kann. Der Induktionsschluss erfolgt dann von k£ — 1 und k nach k+1,
je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist.
Induktionsanfang: k = 2 und k£ = 3. Es gilt

Satz 1 2-1
G2 =a2q1+q0 > 2q0=2>2z

Satz 1 2.1
2

3—1
gg=asq2+q > 2¢q>2-22 >277 .

Induktionsvoraussetzung: Sei qi_1 > 2°5* und Qi > 95+

Induktionsschritt: Kk —1 und k—k+1

Der Induktionsschritt wird zunéchst fiir ungerade k gezeigt

Satz 1 k—2 k
Qk+1 = Qk41qk + qr—1 = 2 Q-1 >2-22 =22,

Fiir gerade k ergibt sich

Satzl b E
Q1 = Qk1Gk +Gr—1 = 2-qx>2-22 >22.

So ist die Behauptung gezeigt. O

5.3 Der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Niherungsbriichen

Der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Naherungsbriichen konvergiert fiir K — oo gegen
Null.

Satz 3. FEs gilt

P Pr+1
dr  4dk+1

lim

k—o0

=0.

Beweis. Zur Abschitzung des Grenzwerts wird die Differenz der beiden Briiche auf einen Nenner
gebracht. Durch Anwendung von Lemma 2 und Satz 2 ergibt sich dann ein Grenzwert, der fiir

n — oo gegen Null konvergieren muss.

— 1 Satz 2 1
i | PR PRL| oy | PROEL PR | Lemma2 S T S
k—oo | QL qk+1 k—o0 Qkqk+1 k—oo qrqk+1 k=00 975~ . 923
1 1
= lim (=)= = 0.

Der letzte Ausdruck konvergiert, da es eine geometrische Reihe ist mit einem potenzierten Wert

kleiner als Eins. O
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5.4 Darstellung der Ndherungsbriiche nach Groéfle

Satz 4. FEs gilt die folgende Relation

Po P2 P46 P cac BBl o B B8 P
do q2 q4 de q2k q2k—1 g5 a3 a1
Beweis. Der Satz folgt direkt aus den Sétzen 1 und 3. O

6 Zwischenbriiche
Dieser Abschnitt bezieht sich auf [2], Seite 14. Man bezeichnet

Pr—2 + Ipr—1

= 1,...,ak - 1,
Qr—2 + lqp—1

als Zwischenbriiche von Z :‘j und Z—:.

Die Zwischenbriiche ergeben eine zunehmende oder eine abnehmende Folge. Sie ergeben sich als
Median des vorherigen Zwischenbruchs (fiir I =1 aus Z:—:z) und dem Bruch I;:—j (Vgl. Lemma 5).
Da laut Satz 1 £26=2 > P2k yypq P2hol o P2kl oi]t ergibt sich, dass die Folge der Zwischenbriiche

q2k—2 92k q2k—1 q2k+1
von ¢ = 1,..,a; — 1 bei ungeraden k abnimmt und bei geraden k zunimmt. Auflerdem sind die

Zwischenbriiche der zugehorigen Naherungsbriiche entweder grofler oder kleiner als a.

d ZE=2FPeot g PE=L ayf verschiedenen Seiten von a, da ZE=21Ph=1 {er ergte
Qk—2+qk—1 qk—1 qk—2+qK—1

Zwischenbruch von pq—::; und %: oder ggf. gleich % selbst ist (falls ar = 1) und damit laut Satz 4

Des Weiteren sin

auf verschiedenen Seiten von « liegt.

Die genannten Eigenschaften ermoglichen ein Verfahren fiir die Bestimmung des néchsten
Naherungsbruchs, ohne Kenntnis des Wertes des dazu gehorigen ar. Der Wert von a muss hingegen
bekannt sein. Um den néchsten Néherungsbruch zu finden, werden die Zwischenbriiche nachein-
ander gebildet. Dies geschieht so lange, bis der letzte Kettenbruch erreicht ist, der noch auf der
gleichen Seite von « liegt, wie sein Vorgénger. Dieser letzte Zwischenbruch ist dann der néchste ge-
suchte Niherungsbruch. Fiir die Giiltigkeit dieses Verfahrens bleibt nach den obigen Uberlegungen
zu zeigen, dass der Zwischenbruch, der nach dem Erreichen des Ndherungsbruchs berechnet wird,

auf der anderen Seite von « liegt. Dies gilt aber aufgrund der folgenden Gleichungen

Pr—2 + (ar + 1)pr—1 _ Pr—2 + appr—1 + Pr—1 Lemma 1 Pk—1 + Pk

Q-2+ (ax + D)gr—1  qr—2 + arpqe—1 + g1 Q-1+
Damit entspricht der dann folgende Zwischenbruch dem Median von Z :j und 5—:. Dieser Median

Z}':_i, da es ist der erste Zwischenbruch von Z}’:—i

Pr—2F0kPE—1 Pr—2+(ap+1)pr_1 P
n f unterschiedlichen
qk—2+aKqr—1 und qr—2+(ap+1)qr_1 auf unterschiedliche

Seiten von «. Das beschriebene Verfahren ist also zielfithrend.

liegt auf der gleichen Seite von «, wie und % ist.

+1

Aufgrund von Satz 4 liegen nun die Briiche
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7 Abschitzung der Giite der Approximation

Im Folgenden werden einige Sétze bewiesen, die den Abstand des k-ten Ndherungsbruchs mit der

irrationalen Zahl o abschétzen.
Satz 5. FEs gilt die folgende Abschditzung

1

%

dk

Beweis. (Vgl. [8], Seite 3) Aufgrund der Lemmata 1, 2 und 4 folgt

'a _ Pk| Lemmad |PkTh+1l +Pk-1 _Pk| _ ‘ (Prrrt1 + Pro—1)ak — (@kTrt1 + Go—1)Pk
dk QkTk+1 T Q-1 Gk @ (qkTr+1 + Qr—1)
_ Pk—19k — Pkdk—1 | Lemma 2 (—1)k
@k (e E+1 + Q1) (ris1 + %) ai
(re+1>1) 1 Lemma 1 1
< -3 < .
qj, qrqk+1
Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung: Der Satz 5 lidsst sich nicht verschirfen (Vgl. [2], Seite 31). Wihle dazu o =
[0;k,1, K, ...]. Dann gilt

P1 1 po 1 P3 1 k+1
GARNY R - L = .
a1 k' q E+1 g3 Kt r k(k+2)
Und damit
‘a—pl Sat>z4 p3_pl_’ k+1 _1‘_‘/?4—1—(/{:—1-2)‘
qQ B3 q (E+2)k K (k+2)k
1 1 1

KE+2) @+2k @(1+2)

Fiir jedes beliebige € > 0 und k() mit

— >1—c
folgt
D1 1—e¢
Ok(e) — a q%

Da dies fiir jedes beliebige e > 0 gilt, lisst sich die Ungleichung fiir ay,(.) aus Satz 5 nicht verschérfen.
Eine weitere Verschirfung gelingt jedoch unter der Einschréankung, dass die Ungleichung nicht mehr

fir alle k£ gilt, so wie dies in dem vorherigen Satz der Fall war. Dies wird in den Sdtzen 7 und 8
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gezeigt.
Der folgende Satz gibt eine Abschétzung nach oben fiir den Abstand zwischen o und dem Néherungs-
bruch z—:.

Satz 6. FEs gilt fir k>0

1
Qe ( k1 + ar)

Pk
a— =

dk

Es gilt: >

Beweis. (Vgl. [2], Seite 16) Aus dem Abschnitt iiber die Zwischenbriiche folgt

&<w<a oder: @>ZM>O{' (1)

Ak Qk + Qk+1 qx Gk + Qk+1

Das ,oder® ist in diesem Fall ausschlieflend. Aufgrund der genannten Eigenschaft (1) folgt

‘a I R TS R ‘ (pr + Prr1)ak — Pr(qk + qr1)
a; QU+ Qo1 G (K + Qr+1)
Pkk — Pkdk + Pk+19k — Pkdk+1 | Lemma 2 1
(g + qrr1)qk (qk + qrv1)
Somit ist die Abschétzung gezeigt. O
. : 1
Bemerkung: Es gilt auch ‘a Rl b1 U=y da
L 1 k-1
(@ + Ges)ar = (Gr + Gr1Gr + G-1)qk = Giarer + 1+ qik)

Der folgende Satz bietet eine weitere Abschétzung, die aber nicht fiir alle Indizes k£ gilt, sondern

nur fiir mindestens ein k£ aus zwei nacheinander folgenden Zahlen.

1

Satz 7. Fir ein k aus {n,n — 1} gilt ‘ 37
k

Beweis. (Vgl. [2], Seite 32) Aufgrund von Lemma 2 und

) 1 1
Qkqk—1 qu + 2%%—1
l% 1 q2
k
& 1 < —+ =
Qkqk—1 5 + 9
A 0 <(gk—qk-1)
gilt folgender Zusammenhang
_ _ 11— _ 1 1 1
a_kar‘a_pkl:pk_pkl:pqul QPk—1 | Lemma 2 SRR
qk qk—1 % qk—1 qkqk—1 kqk—1  2q;  2q;_,4

Aus dem Zusammenhang folgt schon die Behauptung. Denn angenommen, fiir beide Terme wiirde
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gelten: ‘a - 2’—:

= ﬁ fir n € {k, k + 1}. Dann wiirde folgen

1 1
Oé—@ +‘O&—pk+1 _724—7,
qk Qk+1 20 2q;_,
im Widerpruch zu dem oben gezeigten Zusammenhang. O

Der folgende Satz schitzt den Abstand zwischen o und dem k-ten Néherungsbruch noch besser
ab. Allerdings muss diese Abschétzung nur fiir ein Indize aus drei aufeinander folgenden natiirlichen

Zahlen gelten.
Satz 8 (Approximationssatz von Hurwitz). Fir ein k aus {n,n — 1,n — 2} gilt

1
\[qk

’ Pk
o —

Beweis. (Vgl. [2], Seite 33-34) Angenommen, die Ungleichung gilt fiir drei aufeinander folgende

Indizes nicht

‘a Pk fir: ke {n—-2,n—-1,n}.

\[q k

Pk
dk

Dann muss gelten | Vgl. Beweis von Satz 5: ‘04 — = %
(re+1+ o )%

rk+1+7<\f fir ke {n—-2,n-1,n}.
ak

Es herrscht folgender Zusammenhang

qk—2 1 1
Tk + = + k-1 °
qr—1 Tk+1 O

Diese Gleichung wird mit der folgenden Umformung gezeigt

_ 1 1 L 3 1 1
frk + @ — ak _|__ + — ernéna ak + +
Qr—1 [aks1; arya, ] =) Thel  [Qk—1; k-2, .., Q1]
Lemma 3 1 qk 1 1
= + = 9k—1 "

Tk+1 qr—1 Tk+1 an

Dann gilt aufgrund der Annahme

1
- < V5
- D1
k+1 (Ik
\[ \f 9k—1 1
und 74 + T < = Tgy1 < .
k k

Mit dem Einsetzen von ri41 aus der zweiten Ungleichung in die erste Ungleichung ergibt sich nach
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einigen Unformungen % > @

1 1
+ <5
qk— k-1 —
\/5_% a
1 _ _
& 14— (V5 — By < By — Bty
"o dk dk
Qk—1 1
& 0<5—V5(F—+ ).
qk a5

Da q’;: + qkl € Q, kann ihr Wert nicht /5 sein und es kann keine Gleichheit vorliegen. Es muss
q

—1
k
also fiir s := q’;—;l gelten
1
0<5—V5(s+ 2)
& 0> —Vos+s2+1
L Vo V6
- YUV2 _9V©
) > ( 5 ) 5 s+s
1 V5,
IR
2”7 o ¢
_ 5—-1
o D1 V5
qx 2
Analog folgt Z:j > \/52_1. Diese beiden Ungleichungen werden zu einem Widerspruch gefiihrt,

qk—2
qk—1

indem qkq—’“ und in einem Zusammenhang zu dem Koeflizienten aj gesetzt werden

qk qk—2 Lemma 3 [ 1

- k3 Q=15 - 01] = [ak—1;aK—2,...,a1]

= ag.
qk—1 qr—1

Daraus folgt aufgrund der gezeigten Ungleichungen Z:j > ‘/5271 und q’;;l > ‘/5271 ein Widerspruch

Gk Gk—2 1 \/5—1:

ap = < — 1,
Q-1 g1 Y5l 2
da in dieser Arbeit alle ai grofler oder gleich eins sein miissen. O

Bemerkung: (Vgl. [2], Seite 35-36) Fiir eine beliebige Konstante ¢ < % kann es beliebig viele k
geben, fiir die gilt

C
qk qi
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Dies gilt fiir den goldenen Schnitt

H
+
=

=[1;1,1,..] = [1;1].

o = 9

Fiir diese Zahl ist r, = « fiir £ € N. Somit gilt

o Leména 4 PETE + Dk—1 (T‘kzza) PrO + Pr—1

qkTk + qk—1 Qe + Qi1
und es folgt
Dk PrO + Pr—1 Pk | Lemma 2 1
e e = 2 h_1y"
k Qk+ qe—1 Gk (o + =)

Aufgrund der Tatsache, dass -2~ = [1;1,..,1] gegen « konvergiert fiir k gegen unendlich, gibt es

dk—1
ein Folge e mit

_ 1
Qk—l:——f—ak (ex — 0 fiir £ — 00).
dk «
Damit ergibt sich insgesamt
‘ Dk 1 1 1
o — —| = = = .
Wl qlatgter) @RS Y51 oy B(VEtep)

L . .
Wenn nun 7z >cC ist, dann gilt

1 c
=—————>— flirgroBe k € N.
G(5+er)  a

Pk
a_i

dk

1
NG

Bemerkung: (Vgl. [2], Seite 37) Der letzte Satz und die letzte Bemerkung ergeben, dass ’a - g’ <

Das letzte Ungleichungszeichen gilt, da

> ¢ fiir grofle k immer erfiillt ist.

q% fiir jedes beliebige o und fiir unendlich viele verschiedene p und ¢ erfiillt ist, falls ¢ > % Wenn
aber ¢ < % ist, dann gibt es irrationale Zahlen «, so dass die Ungleichung nur fiir endlich viele p
und ¢ erfiillt ist.

Der néchste Satz zeigt, dass sich fiir jede Funktion ein « finden lésst, so dass der Abstand von
a zu dem Niherungsbruch kleiner als der passende Funktionswert ist. Der Beweis stammt aus [2],

Seite 37-38 und ist recht kurz.

Satz 9. Fir jede Funktion ¢ : N — R\ {0} gibt es ein « € R\ Q, so dass ‘a — z—: < (qx) fir

unendlich viele ganze Zahlen k gilt.

Beweis. Wahle fiir alle ¥ € Nagy > m, dann gilt

Sat<z 5 1 Lemma 1 1 < 1

< <Y(qr) VkeN.
Tk Qr+1 @k (ahs1qe + Ge—1) ~ ak+1G7 (@)

‘ Dk
a— 28
dk
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Dann gilt fiir ein so gewihltes a = [ag; a1, ...| die Behauptung. O

8 Quadratische Irrationalititen

Erfiilllt o die Gleichung Aa? + Ba + C = 0 mit ganzen Zahlen A # 0, B und C, so wird o
quadratische Irrationalitit genannt. Fiir diese gibt es eine charakteristische Eigenschaft, welche
in dem folgenden Satz bewiesen wird (Vgl. [2], Seite 51-54). Der Beweis wurde mit Argumenten

erweitert.

Satz 10. Die Kettenbruchentwicklung von « ist periodisch genau dann, wenn « eine quadratische

Irrationalitdt ist.

Beweis.

,= Sei zunichst o = [ag; ay, ...] periodisch mit der Periodenlénge k& € N. Dann gilt a; = a;4

fiir alle ¢ > ig. Desweiteren gilt r; = 7,1 Vi > ig. Damit folgt aufgrund von Lemma 2

_ Pk—1Tk+PE—2 Dk+i—1Tk+i T Pk+i—2

a = ekt und o =
k—1Tk+qp—2 Qke4i—1Tk+i t Qrti—2
(Ti::Tﬁ#k) Pr—1Tk+Pk—2 __ Pr+i—1"k + Ph+i—2
Qk—1Tk+qr—2 Qk+i—1Tk + Qk+i—2

Diese Gleichung lésst sich nun zu einer quadratischen Gleichung mit der Unbekannten a umformen

(Pe—17k + Pk—2) (Qhtim17k + Qeti—2) = Phti—1Tk + Phti—2)(Qh—17k + qr—2)
& (Ph-1qkri-1 — Phri—1Qk—1)T5 + (Ph—1qk+i—2 + Pk—2Qk+i—1 — Ph+i—2qk—1 — Phri—1Qk—2)Tk (1)

+ (Pr—2Gk+i—2 — Pk+i—2qk—2) = 0.

Angenommen, der Term vor 7“,% ist gleich Null, dann wiirde gelten

Pk—1Gk+i—1 — Pkt+i—1qk—1 = 0
o zk,l _ pk+i71'
k=1 Qk+i—1

Die letzte Gleichung stellt einen Widerspruch zu Satz 4 da. Aus diesem Grund ist der Faktor vor 7,
ungleich null. Aulerdem sind alle Koeffizienten ganzzahlig, da py und g aus Z fiir alle k. Insgesamt
geniigt 7y einer Gleichung Arf + Bry, + C = 0 mit A, B,C € Z, A # 0. Aufgrund von (1) ist dann

auch « eine quadratische Irrationalitét.

,<=“ Geniigt nun o einer Gleichung Aa? + Ba + C = 0. In diese Gleichung wird

o= Pk—1Tk + Dk—2
Qk—1Tk + Qr—2
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eingesetzt. Dadurch ergibt sich eine quadratische Gleichung in rg.

D T+ D 2 p e+ D
A<k1k k2> +B<k1k k2>+C:0
Qk—1Tk + qr—2 Qk—1Tk + Qx—2

& Apk_17k + pr—2)?® + B(pr_17k + pr—2)(@r—17k + qr—2) + C(gr—17% + @r—2)*> =0
= AIJ}% + Bry + Ck

mit

A = Apz_l + Bpr—1qr—1 + ng;—l
By = 2Apy_1pr—2 + B(Pr—1qx—2 + Pr—2qr—1) + 20, _1qx—2
Cr = Ap}_o + Bpr_2qe—2 + Cqi_,. (2)

Es bleibt zu zeigen, dass die Koeffizienten beschréinkt sind. Das bedeutet, dass die ganzen Zahlen
ag, by und ¢ nur endlich viele verschiedene Werte annehmen koénnen. Falls dies gilt, folgt aus der
Gleichung am“,% + by + ¢ = 0, dass auch 7 nur endlich viele Werte annehmen kann. Somit gilt
dann r; = r;4; fir geeignet gewéhlte ¢ und k. Damit ist die zugehorige Kettenbruchentwicklung
periodisch, was zu zeigen war.

Es gilt laut Satz 5: ‘oz — Be-t

qk—1

< q21 . Deshalb lisst sich ein § finden mit |§| < 1 und

k—1
‘ pe—1| 6]
R e
qk—1 ]
_
& |gp—10 — pp—1| = ——
qk—1
)
= Pr-1=QQg_1+ —. (3)
qrk—1

Die Gleichung (3) wird in(2) in die Gleichung fiir aj, eingesetzt

1)&(2 ) )
A (2@ A(gr—1a + —)* + B(gg—100 + —)qe—1 + Cqi_,
dk—1 k-1
52
= q,%fleﬂ + 2Aa6 + AqT + Bozq,%f1 + B+ C’q,%fl
k—1
52
= g1 (Ad® + Ba+ C)+A—— + B§ + 24ad.
A1

:OIETVbL
Da |6] < 1 gilt, folgt daraus
52
|A| = |A—5— + B0 +2Aad| < |[A] + [B| + [2A«].

A1

Es gilt auch Cy < |A|+ |B|+ |2Aal, da Ay = Ci_1. Aus diesem Grund sind A und Cj beschrinkt.
Es bleibt zu zeigen, dass By, beschriankt ist. Dies folgt aus der Gleichheit der beiden Diskriminanten
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B? —4AC und B,% —4A,.Cy, da A, und C}, beschriankt sind.

Bp — 44,0y, & (2Apk—1pr—2 + B(Pk—1qk—2 + Pr—2qk—1) + 2Cqx_1qx—2)*

—4((Apj_1 + Bpr—1@i—1 + Cqi_1 ) (Api_s + Bpr—aqs—2 + Cqjp_s)
4A%pi_pi_q + 4ABp_1pk—2(Pk_1qk—2 + Pk—2Qk—1)

~

+8ACPK-1Pk—20—1Qk—2 + B*(Dr—1qk—2 + Pr—2ar-1)"
+4BC (Pe—1k—2 + Ph—20e—1)Th—1k—2 + 4C°G_1Gh_y — 4A* DR 1Dk
—4ABpP; 1 pr—2qe—2 — 4ACP; 1G9 — AABpr_1P} oGk
—A4B?p_1pk—2ak—1Gk—2 — ABCpe_1qr-14i_o — 4ACD; 2G5 4
—4BCpk—2qu1Qk—2 - 402%%71(11%72

= BXp}_1Gh-2 — 2Pk—1Pk-2Qk—10k—2 + Ph_2Gi_1)
—4AC (PR _14j—2 — 2Pk—1Pk—2qk—10k—2 + Pr—2Gr—1)

= B(pr1@k-2 — Pk-2ak—1)" — 4AC(pk_1Gk—2 — Pr—2k—1)°

Lemma 2

= B? — 4AC.

Mit Hilfe der vorherigen Uberlegungen folgt die Behauptung. 0

9 Schlecht approximierbare Zahlen

Im Folgenden wird die Maftheorie auf die Kettenbriiche angewendet. Es zeigt sich, dass die schlecht
approximierbaren Zahlen das Mafl Null haben. Schlecht approximierbar sind die Zahlen, deren
Kettenbruchelemente ag, a1, as, ... beschrinkt sind. Grundlegende Erkenntnisse aus der Mafitheo-
rie werden als bekannt vorausgesetzt, da durch eine solche Einfithrung der Umfang dieser Arbeit

iiberschritten werden wiirde.

Satz 11. Kettenbriiche, deren Elemente ag, a1, as, ... beschrinkt sind, haben auf dem Intervall (0,1)
das Maf$ Null.

Beweis. Der Beweis folgt [8], Seite 13 bis 14. Zunichst werden die folgenden Mengen definiert

Ayn = {[al,ag,...] cap < N,V Ek GN} s
N i=A{la1,a2,...] iax < N, Vk<n,keN},

A= G Ap.
N=1

Da in der Menge A%, nur die ersten n Koeffizienten die Eigenschaft a;, < N erfiillen, gilt Ay C
A% Vn € N. In der Menge A liegen alle irrationalen Zahlen, deren Kettenbriiche ausschlielich
aus beschriankten Koeffizienten bestehen. Fiir diese Mengen soll nun gezeigt werden, dass sie das
Lebesque-Mafl Null hat, also p (A4) = 0.
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Aufgrund der Ungleichung
n(A)=p (U AN) <Y pu(Ayn)
N=1 N=1

geniigt es zu zeigen, dass pu (Ay) =0 fiir alle N € N gilt.
Dazu wird die folgende Eigenschaft betrachtet

AT]{,‘H: U I(ay,...;an41) U U (a1, ..cyan, ), (1)

TN ‘NN
wobei I(a1,...,an) := {[b1, ..oy bp, ...] 1 ap = by fiir 1 < k < n}.
Zunichst soll das MaB fiir die Menge I(ay, ..., a,) bestimmt werden. Dafiir wird ausgenutzt,
dass
jeder Kettenbruch aus der Menge I(aq, ..., ay) zwischen den Briichen 2= o 2 und Z:i% liegt.

PnTnil1+tPn—1 ’
o, Fiir alle a € I(ay,...,ap) ha’ben

Dny Pn—1, Gn und g,—1 den gleichen Wert, da sie nur von den a; mit 1 < k < n abhéingig sind.

Diese Eigenschaft folgt aus dem Lemma 2: o =

Alleine das 7,41 dndert sich in Abhéngigkeit von «, wobei stets 1 < rp41 < oo gilt. Aulerdem
nimmt 7,41 alle beliebigen Werte zwischen diesen Grenzen an, da r,4+1 = [an41, Gnt2,...]. Somit

ergibt sich

Pn + Pn—1 _ DPn
Qn + Gn—1 an

Leména 2 1 (2)

I(a,...,a,)) = .
M( (al a )) q%(l—i-q?]i;l)

_ ‘ (pn +pn71)Qn - (Qn + anl)pn
(Qn + anl)Qn

Des Weiteren gilt fiir alle a € I(ay,...,ap, 1) a = % mit 741 = [, apyo, ... =1+ rn1+2‘
Aus diesem Grund liegt 7,41 zwischen 1 und N, da 1 <[ < N. Es folgt
Pn+Pn-1  PulN +pn1
I(ay,...,an,l = —
K <ZEZJV ( ! " )> n + Gn—1 gnN + Gn—1
_ ‘ (P +Pn-1)(@N + n-1) = (@n + Gn—1) (Pn N + pn—1)
(Qn + anl)(QnN + anl)
N -1 N -1 N -1
Leména2 S (2) (I(al,...,an))

A+ B+ %)

_ (1 _ ;f) (I, .y an)), (3)

GU+TON T N

wobei a, ..., a, < N ist.
Nun wird das Maf} der Menge AT](,H mit Hilfe des Mafles von Ay, abgeschétzt

An+1 (1) U U Ial,.. an, Z U I CL1,-- CLn, )

aé};<ﬁ[n1<N aa1];<7](<;L <N
(_3) E 1_*1 (I( ) 1_*1 (Ax)
I[(ai,...,a,)) = A%,
A1y...,0n N M 1’ o N M N

ap<N
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Somit ergibt sich pu(A%!) < (1 — %) u(A%) und damit folgende Ungleichungskette

2=

sty < (1= )l < < (1= 1) tad)

Fiir den Grenzwert n — oo ergibt sich
JLIEOM(A%):() VNe N
und deshalb
w(Ay) =0V N € N,

da Ay C A%, V n € N. Damit folgt aufgrund der vorherigen Uberlegungen die Behauptung. O

Der folgende Satz gibt an, wie grofl das Wachstum der a, mindestens sein muss, damit « die

Méglichkeit hat, zu einem positiven Lebesgue-Mafl beizusteuern (Vgl. [8], Seite 15).

Satz 12. Sei 9 : N — RT eine Funktion und Y .~ L divergiert, dann gilt

¥(n)
p(Ay) = 0.
wobei Ay, := {a = [a1,...] : an < P(n) fir unendlich viele n}

Beweis. Der Beweis wird &hnlich gefiihrt, wie der Beweis zum Satz 11, er lasst sich in [8] auf Seite
15 finden. n

10 Ergodentheorie

Im Folgenden werden einige wichtige Begriffe aus der Ergodentheorie eingefiihrt (Vgl. [5]). Aufbau-
end auf mehreren Definitionen wird der Teil des Ergodensatzes formuliert, welcher fiir die Anwen-
dung des Ergodensatzes in 10.2 und 10.3 bendtigt wird. Diese Theorie wird auf die Gauf-Abbildung
angewendet, die in einem engen Zusammenhang zu den Kettenbriichen steht. Die Darstellung und
die Wirkung der Gauf}-Abbildung erfolgt in dem néchsten Unterabschnitt. einer Eine ergodische
Abbildung hat eine ,chaotische' Eigenschaft. Bei ergodischen Abbildungen ist es nicht moglich, die
Untersuchung von Eigenschaften der Abbildung auf der Definitions- und Zielmenge 2 getrennt auf
einer Teilmenge des Definitionsbereichs und deren Komplement durchzufiihren. Dies gilt, sofern
diese Teilmenge nicht das Mafl Null hat.

Zunichst wird eine Definition fiir mafitreue Abbildungen gegeben, da dies eine Voraussetzung
fiir die Ergodizitat ist (Vgl. [5], Seite 96).

Definition 1. (Vyl. [5], Seite 69, 118) Eine messbare Abbildung T : A — A heifit maftreu, bzgl.

W, wenn fiir jede messbare Menge A

(T A) = p(A)
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gilt, wobei T messbar ist, falls T~ (A) := {x : T(z) € A} € F gilt und (A,T,n) ein Maffraum ist
(§ sei eine o-Algebra der Grundmenge 21)
Falls T mafstreu und (A, §, ) ein Mafraum ist, so wird (A,§,n,T) ein dynamisches System

genannt.
Nun folgt die Definition fiir eine ergodische Abbildung (Vgl. [5], Seite 96)

Definition 2. FEine maftreue Abbildung T : A — A heifit ergodisch bzgl. p, wenn fiir jede messbare
Menge A mit T~'A = A entweder u(A) = 0 oder u(A) =1 gilt.

Es lasst sich, mit Hilfe des folgenden Satzes zeigen, dass eine Abbildung 7" : 2 — 2[ mafitreu
ist. Der Beweis lédsst sich in [5] auf Seite 83 bis 85 finden.

Satz 13. Sei C die monotone Klasse eines Mafraumes (A, §, 1) und T eine messbare Abbildung
T :2A — A Falls fiir alle J € C

(4) T~Y(J) ist eine messbare Menge

(it) p(T~(J)) = T(J)
gilt, dann ist T eine maftreue Abbildung.

Dieser Satz wird im Abschnitt 10.1 bendtigt, um zu zeigen, dass die Gauf3-Abbildung mafitreu
ist. In dem Fall wird 2 = (0, 1) gewé#hlt. Zunéchst wird mit folgender noch fehlender Definition der
Begriff der monotonen Klasse eingefiihrt (Vgl. [5], Seite 39).

Definition 3. FEine monotone Klasse C eines Mafiraumes (U, §, 1) erfillt die folgenden Eigen-
schaften:

(i) C#10
(i7) Vep,e0 € Cyilte; Neg € C

n

(7i1) Vei, cagilter \ co = U Ey., wobei By, € C
k=1

) oo
(iv) p(A) = inf {Z p(Te) s AC | ey Ji € c} :
k=1 k=1

Wenn Eigenschaften fiir messbare Mengen gezeigt werden sollen, dann werden diese oft zunéchst
fiir monotone Klassen gezeigt. Durch das approximative Argument (iv) der obigen Definition kann
diese Eigenschaft dann auf alle messbaren Mengen erweitert werden. Dieses Prinzip wurde in Satz
13 benutzt.

Der Ergodensatz wurde zum ersten Mal im Jahre 1931 von J. von Neumann bewiesen. G. D.
Birkhoff bewies spéater den Satz in einer stdrkeren Form. In dieser Arbeit wird nicht der gesamte Satz
von Birkhoff dargestellt. Dieser Satz bietet in seiner einfachen Form eine asymptotische Gleichheit
zwischen der Flichen- und der Zeitausdehnung. Das bedeutet, dass die durchschnittliche Anzahl

der Werte, die unter der n-fachen Anwendung von 7' auf einen beliebigen Punkt o € 2 innerhalb
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dieser Fléche treffen, asymptotisch gleich zu dem Ma8 der Fliche ist, falls T" ergodisch ist (Vgl. [5],
Seite 175-176).

Satz 14. Sei T eine maftreue Abbildung auf (A, F,n). T ist ergodisch genau dann, wenn

n—1

Jim =37 AT () = u(A)
k=0

Die Identitét kann durch eine beliebige integrierbare Funktion ersetzt werden. Dann wird p(A)
durch das Integral der Funktion ersetzt (Vgl. [5], Seite 176). Es wird eine allgemeinere Behauptung
dargestellt, die als Voraussetzung nutzt, dass die Abbildung ergodisch sein muss. Es gibt auch eine
ahnliche Aussage fiir Abbildungen, die nicht ergodisch sind.

Nun wird der Teil des Satzes von G. D. Birkhoff, der fiir die Anwendungen der folgenden
Abschnitte bendtigt wird, dargestellt. Ein Beweis wird in [5] auf den Seiten 182 bis 183 gefiihrt.

Satz 15. Sei T eine maftreue, ergodische Transformation auf (A, §,n) und f € L(A,F, 1), dann
gilt

n—1
1
lim — Zf(Tka) = / fdu  fast tberall.

10.1 Die Gau3-Abbildung

Die GauB-Abbildung 7": [0,1) — [0,1) ist definiert als

1 1

T(a) = —— {J wenn a# 0, T(0) =0.
o @

Diese Transformation ist nicht unter dem normalen Lebesque-Mafl ergodisch. Es ist aber unter dem

im Folgenden definierten Gaufi-Maf ergodisch (Beweis: [4], Seite 5).

Definition 4. (Vgl. [5], Seite 152) Das Gaufi-Maf8 G ist definiert fiir alle messbaren Mengen
A C0,1] als

1 1
G(A) = do.
(4) log2/41+aa

Dieses Gaufi-Ma$ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, 1). Es ist zu zeigen, dass das Gau-Maf
normiert, G(0) = 0 und o-additiv ist, damit in 10.2 und 10.3 der Ergodensatz auf T angewendet

werden kann.

Beweis. Es wird zunichst G(() = 0 gezeigt

1 |
G@)l%241+aa 0
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Weiterhin ist es normiert, da

1
G(01) = o [ ada = g los(l + )l = 1o log(2) ~ log(1)] = 1.

AuBlerdem ist es o-additiv, da

: 1 1 <1 1 >
G(UAi): log2/ da:;logQ/Ai 1+ada:;G(Ai>'

UizlAi 1+t

Als nichstes wird gezeigt, dass die Gau-Abbildung messbar ist.

Beweis. Zunéchst wird die Gaufl-Abbildung als eine stiickweise stetige Funktion dargestellt. Es gilt
der folgende Zusammenhang fiir alle n aus N (Vgl. [5], Seite 152)

1 1 1 1
<a<—- = n<—<n+1 = —|l=n = Tl@=-—-—n
n (6% (6

n-+1 o

Die Unstetigkeitsstellen sind die Stellen « = % V n. Es bleibt zu zeigen, dass eine Funktion mit
abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen messbar ist. Seien also si, k£ € N die (nach Grofle geordneten)
Unstetigkeitsstellen, d.h. k < j = s < s; sowie A C (0, 1) eine beliebige messbare Menge. Es muss
gezeigt werden, dass T~1(A) messbar ist. Es gilt

T A) = |J (@A) N (skose41)) U U (THA) N {si}).
k=1 k=1

Der rechte Menge ist eine Nullmenge. Fiir die linke Menge gilt:

T~ (A) N (sky sp1) =T H(A) |

SkySk41)

ist Tﬁl(A) |($k,5k+1)
die GauB-Abbildung selbst messbar, da der rechte Term (J72 (T 1(A) N (s, sk4+1)) als abziihlbare

Vereinigung von messbaren Mengen messbar ist. O

messbar, da die GauB-Abbildung auf diesem Intervall stetig ist. Damit ist auch

Nun wird gezeigt, dass die Gauf-Abbildung maftreu ist. Der Beweis folgt dem Beweis, der
in [5] auf Seite 153 aufgefithrt wird, jedoch wurden einige Argumentationen und Zusammenhinge

hinzugefiigt.

Beweis. Aufgrund von Satz 13 reicht es aus, G(T~!(a, b)) = G(a,b)¥0 < a < b < 1 zu zeigen, da die
offenen Intervalle eine monotone Klasse fiir den Mafiraum ((0, 1), B(0,1), G) bilden, wobei B(0, 1)
die borelsche o-Algebra zu (0, 1) ist. Dafiir reicht es wiederum aus, G(T~1(0,t)) = G(0,t)Vt € (0,1)

zu zeigen. Dies reicht, da dieser Fall auf jedes beliebige Intervall (a,b) zuriickgefithrt werden kann.
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Es gilt
rien = 0000 =U [sats) = U e ) [o )
n=1 n=1
= G(T_l(a,b)) = G(D [%’nia) \|: ) [j [m,;) ([%—l—b’%>)
n=1 n=1

= G(T7Y0,a)) — G(T0,b)).

Nun wird G(T~1(0,t)) = G(0,t) V t € (0,1) gezeigt. Wegen

/TIL " da = [log(1 + )}’11 g [ L) Cgg (bt it
1 14« & W] T8 1+ -1 ] s\ ™n n+t+1

ntt n—+t

t
13 t n 1
=log|(l+—)—-log|l4+—— )= d
og<+n> og<+n+1) /i11+aa

folgt

00 0 1 L
1 w1 1 o1
G(T7'(0,1)) HEI:G( it n ) 1oggnzl - 1o log2nz : T+a®

A
= 10g2/0 da = G(0,1).

Zwischen der Gauf3-Abbildung und den Kettenbriichen herrscht der folgende Zusammenhang. Sei

a = a1, a,as,...| eine beliebige irrationale Zahl (mit gegebener Kettenbruchentwicklung), dann
gilt wegen

1 1 1 F ]

— = = =a asz, as, ...

« [a17a27a37 ] L ! 20

a1+a2,a2,a3,...]
die Gleichung

T(a) = é - LiJ = ay + [a2,as,...| — a1 + [az, a3, ...]| = [a2,a3, a4, ...].

Damit wird durch die Gaufl-Abbildung der vorderste Koeffizient des Kettenbruchs entfernt.

10.2 Wachstumsrate von fast allen ¢, — oo

Der néchste Satz gibt Auskunft {iber die Wachstumsrate von fast allen g,. Der erste Teil des
Beweises ist an [4] (Seite 9-10) orientiert. Ab der Fallunterscheidung wurde der Beweis durch den
Verfasser erstellt. Hauptsichlich mit Hilfe des Ergodensatzes lasst sich die folgende Eigenschaft

herleiten.
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Satz 16. Es gilt

2

1
- log gn(a) — @% fast tiberall, wenn n — oo.

1.
log2 12

wird gezeigt, dass %log qn(@) gegen den gleichen Grenzwert konvergiert, indem der Grenzwert der
Differenz —% ZZ;(% log T*a — %log gn(a) als Null bestimmt wird.
Aufgrund des Ergodensatzes (Satz 15) gilt

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass —% Zz;é log T* o gegen den Wert konvergiert. Danach

n—1 1
1
- Zlonga — —/ log(a)dG(a).
k=0 0

Dieses Integral ldsst sich mit Hilfe von partieller Integration, Taylorreihenentwicklung und dem

Grenzwert der Reihe Yo% | - bestimmen als

1 72

B log212°

1
- / log(a)dG(a)
0

Dies geschieht wie folgt. Werden fiir die partielle Integration [ f'g = fg + [ fg' die Funktionen
f(a) =log(1l + a) und g(a) = log @ gewéhlt, so ergibt sich

! 1 Y oga 1 1 Yog(1 + «
-/ 1 d =— ——da=———1]1 -log(1 - ——d
/0 og(a)dG(a) 10g2/0 14+« “ log 2 <[ og - log( +a)}o /0 o a)

1 1]
_ / og(l+ «) .
log2 J, @

Die Taylorreihenentwicklung von f(«) =log(1 + «) an der Stelle oy = 0 ergibt sich zu

X rn X 1yn—1 n—1) X 1\yn—1
log(1+a) =) fn(!()) (@=0)"=>" L ns DL > (Gl 171 a”,
n=0 n=1 n=1

da f(0) = (=1)"1(n — 1)!ﬁ = (=1)""Y(n—1)! fiir n = 1,2,... ist.
Damit folgt

1 1xoe (=Dt n 1 %  1yn-1
1 / IOg(l + O[) do = 1 n=1 n o do 1 / ( ]‘) oz”flda
0 0

log 2 « ~log2 Jo Q B log 2 f n
1 (-t ot 1 (-t
log 2 [nz:l nz O }0 log 2 ; n?
1 1 > 1 1 1
i S ar i) e L
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Es bleibt zu zeigen, dass

n—1

1
——Zlonga——logqn( ) — 0 fiirn — co.
k=0

Es lasst sich mit vollstdndiger Induktion und Lemma 1 beweisen, dass

Prt1(a) = qu(Ta) (1)
gilt und somit
Gn-1(TQ)  qu-a(T?a) gn—3(T3a) qo(T"a Gn—k(TFa)
qn(a) = gn(a) - ( : ( . L — 1 H ]
pn(@)  puo1i(Ta) pno(T?a) p1(T o Pn—i(T

Damit bleibt zu zeigen

1 n—1 1 n—1 (Tka)
— E log<Tka)—|—— g log<qn_k(Tk))‘—>0 fiir n — oo.
n n Prn—k a

k=0

k=0

Dazu reicht es zu zeigen, dass ein C < 0 existiert, so dass

a) +Zlog <q" K(T*a ;)

< C fiirn— oco.

Pn— k
Es gilt
n—1 k
gn— k a k pnfk(T Oé)
04) lo ( > < logT" a0 — log —————| . 2
Z g ;;) g 8 o (TFa) (2)

Nun wird der Mittelwertsatz auf jede einzelne Differenz angewendet. Dadurch gelingt eine Ab-
schitzung jedes Summanden. Schliefllich wird die gewiinschte Beschrinktheit der gesamten Summe

folgen. Das auftauchende Supremum bei der Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt sich zu

an{ () e (a2 1 ()

Da o=t(TF) gop (n — k)-te Ndherungsbruch fiir T*« ist, muss er grofer als T*« sein, falls n — k

Qn—k(TkO‘)
. . : pn*ki(T%‘)
ungerade ist. Aus dem gleichem Grund ist ( 0k (TFa)

(Vgl. Satz 4). Eine Gleichheit kann nicht auftreten. Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass n — k
ungerade ist.
ek (TFa
Fall 1: TFa < %
Nach Satz 4 gilt

-1
) kleiner als T*eq, falls n — k gerade ist
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. e e : _ 1
Somit ergibt sich fiir jeden Summanden aus (2) mit ungeradem Index, da log’(a) = =
Pnk(TkOé)> ' MWS 1 pnfk:(Tka) k
log(T*a) — 1o < < —T
g(T"a) —log Gn—k(TFa) - Tra | gk (TFa)
Satz 5 1 1 (i) Qn—k—l(Tka) 1
- Tra ¢ (TFa) = ppk-1(TFa) ¢, (TFa)
Lemmal ¢, , 1 (Tka) 1
o pn—k—l(Tka) Qn—k—l(Tka)Qn—k(Tka)
(i) 1 Sat<z 2 (1>”—’f—2
T Gek2(TMa)gu i (TRa)  — \2 '
. k pn—k:(Tka)
Fall 2: T%a > i (TFa)
Es ergibt sich fiir jeden Summanden aus (2) mit geradem Index
R (T* MWS g, (TF i (T*
log(Tkoz)—log (pn k( ka)>‘ < dn k( ka) Tka_pn k( ka)
qn—k(T a) pn—k(T a) qn—k(T Oé)
swrs g () 1 i
T pek(Tra) @2 (TFa)  guk—1(T*a)g, i (TFa)
Satz2  /1\" k3 1\ " k2
- <[z
<) =6)
Fiir die ganze Summe folgt die folgende Abschétzung
n—1 k n—1 n—k—2 n-2 k -1
qn—k(T a) 1 1 1 n—00 1
log TFa 4+ log == 2| < ( = —) + (= i) =4.
kzzo pr—k(Tka) kz::O 2 kZ:O 2 2 1—-3
Mit C := 4 ergibt sich aufgrund der Voriiberlegungen
n—1 1 1
‘—Zlonga—logqn(a) < ‘—-C’ 0.
n n n
k=0
Damit folgt die Behauptung. O

Der folgende Satz bietet eine Aussage fiir das Approximationsverhalten fiir fast alle Kettenbru-

chentwicklungen.

Satz 17. Fiir fast alle o gilt

— 2

~ 6log?2

Pn
o — —

an

1
lim —log
n—oo N

Beweis. Der Beweis folgt mit den Sétzen 5, 6 und 16. Die Beweisidee stammt aus [6] auf Seite 86.
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Es gilt

1
lim — log
n—oo n

Satz 5 1
oz—pn’ = lim log(

Qn n—oo n

1
QTLQTL—H) n—oo N g (QnQHJrl)

1 o1
= — lim —loggq, — lim —loggn41
n—oo M n—oo n

Satz 16 —772

“6log2’

Weiterhin léasst sich der Grenzwert auch wie folgt abschétzen

. 1 Pn Satz 6 . 1 1 . 1 1
lim —log|av — — < lim —log|( ———— = ) < lim —log | ——
n—oon n n—oo n Qn(Qn-‘rl + Qn) n—oon 2QnQn+1
1 1 1 1
= lim — log () + lim —log < )
n—oo N 2qn, n—oo N Qn+1
1 1 1 1
< lim log< > + lim log< >
n—o00 N qn+2 n—o00 N qn+1
Saté 16 —m?2
6log2’
Mit den beiden gezeigten Abschétzungen ergibt sich die Behauptung. O

10.3 Asymptotik

Die folgenden Sétze bieten eine asymptotische Aussage iiber die Mittelwerte fast aller a; und folgen
mit Hilfe des Ergodensatzes. Zunédchst wird gezeigt, welche Aussage fiir das geometrische Mittel

gilt. Der folgende Beweis folgt in Anlehnung an [6] Seite 81 bis 82.

Satz 18. Fiir fast alle o = [ay, a2, a3, ...] gilt
log k

1. 0 % 0 1 1 log 2
o (o) =T+ gg)

k=1

Beweis. Um den Ergodensatz anwenden zu kénnen, muss zunédchst das Produkt in eine Summe

1
tiberfiihrt werden. Aus diesem Grunde wird ([[72 a,) "V zunéchst logarithmiert und es ergibt sich

lim — f:l (an) = lim —~ f:l !
im — og(ay) = lim — 0 .
N—oo N Blan N—oo N & T”(a)
n=1 n=0
Nun muss noch die Funktion f definiert werden, damit der Ergodensatz angewendet werden kann

fla) =tog | | = togta.
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Fiir diese Funktion gelten die folgenden Eigenschaften

J(T*a) = log | T*(a) | = log(ax)

f(a) =log(a1) & f(a)=logk Vac <kil’ H .

log k
12

Die Konvergenz von » ;2 wird spéter gezeigt (Siehe (2)). Somit folgt aufgrund des Ergoden-

satzes
1 n—1
. k
nh_}IrolonkE f(T"(« / fla)dG(a / log(a1)dG(« E / log kdG(«
=0

1
B logk [*® 1 B log k %
_ dG(a) = Z o 2 [1og(1 + a)} t

k=1 k+1 k=1 k+1
. logk 1 1
= 1 1+-)—1 1+ —
S e+ 1) e (eit)
1
log k1 1+ ——. 1
10g2 Z ©8 Og( +l<:(l<:+2)> (1)

k=1

Nun muss gezeigt werden, dass die zuletzt genannte Summe einen endlichen Grenzwert hat. Daraus
folgt, dass f € L((0,1),B(0,1),G) gilt, da aufgrund des endlichen Grenzwerts auch das Integral
von f iiber (0, 1) endlich ist. Die Existenz eines endlichen Grenzwerts kann gezeigt werden, indem
zuniichst die asymptotische Aquivalenz der Summanden zu % gezeigt wird. Mit den Regeln

von L’Hospital folgt

log k 1
k:(k:g+2) . 7k2i2k . (k2+2k)? (_1)(2k + 2)
lim = lim — g = lim T T
k—oo log k log(1 + k(k+2)) kooolog(l+ progy) koo = (—1) GGETIhE (2k +2)
1
=liml4+-——"-+-=1
e T k1 2)

Aufgrund der gezeigten Asymptotik reicht es zu zeigen, dass Y -, k k +2) konvergiert. Dann muss
auch die Summe in (1) konvergieren. Die folgenden Umformungen gelten, da f'(z) < 0, f(x) >

1
0V ax>ez

o0

log k . logk logx
= d 2
k(k + 2) ;2 / 2 o 2)
=3 k=3
Dieses Integral lasst sich nun mit partieller Integration 16sen
> logx JRES 1 1 log 1 1700
dv = |loga(~1)-| —/ ~(~1)=dz =~ lim =% 4 log(2) - 5 + | - |
[ = [owe-03]7 — [T Lentar=— i % rog(a) 5+ [ 3);
log2+1<
- <00
2 2

Damit ist die Konvergenz von 10g2 Y rey log klog <1 + +2)> gezeigt und nach (1) somit auch von
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dem Integral fo «)dG(a). Nun ergibt sich nach (1)

log k 1
lim 3 log(T"(a)) = log (14—
NN Zog Zlog2 °g< +/<:(k‘+2)>

1 ogk 1
lim — Y log(a,) | = gk ot
< o (NgnmNz oo >) e (o (1 ety
00 log k
log 2
li = = 2,6854520010...
& NT“(ECL) H< k+2)> 6854520010

wodurch die Behauptung gezeigt ist. O

Im folgenden Satz wird die asymptotische Dichte angegeben, mit der eine natiirliche Zahl k in

der Folge der a,, auftritt.

Satz 19. Fir fast alle o = [a1, a2, ...] gilt

1 1 1
lim —#{1<n<N:a,=k}= 1 1+ ——.
Noeo N #ilsn “ b= log 2 og( +k(k+2)>

Beweis. (Vgl. [6], Seite 81) Um den Ergodensatz anzuwenden, muss der in der Behauptung stehende

Ausdruck in eine andere Form gebracht werden

N-1

#{1<n<N: an—k‘}—ZX T”( ))-

n=0

Die charakteristische Funktion X( 1) ist offensichtlich in f € L((0,1), B(0,1),G). Somit kann der

Ergodensatz angewendet werden, so dass mit

. n B 1 o1
VI N 2 Xk (@) = /0 Xk (@G (@) = 105 / T+a
1 1 1 1 1
log(1+ —) — log(1 = 1
log2<0g( +k) o8 +k+1)> log 2 og( +k(/€+2)>
die Behauptung folgt. O

Es gibt noch weitere Asymptoten fiir die Folge ar. Eine Weitere wird im Folgenden noch dar-

gestellt. Sie ist in [6] auf Seite 83 als Behauptung geschrieben, jedoch nicht bewiesen.

Satz 20. Fiir fast alle o = [a1, a2, ...] gilt

. N log 2
J\}lm L L~ oo 1 1 '
TG Tty Zk:mlog(Hm)

Beweis. In diesem Fall ist die gesuchte Funktion f, auf die der Ergodensatz angewendet wird,
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gegeben durch f(«a) = L%J Mit dem Ergodensatz folgt dann

:/Olhd(;(a)zg/k; Z /

! le R
log2 £ ko8 k(k+2))"

=1

N-1

. 1 1
dm D .
n=0 T ()

Nun muss noch gezeigt werden, dass diese Summe konvergiert. Dazu wird zunéchst gezeigt, dass

ihre Summanden asymptotisch wie ) wachsen. Nach den Regeln von L’Hospital gilt

72 (k+2
1 1
&2 (k+2) k(k+2)

= 1.

klim ; ; = klim ;

Die Konvergenz von Y oo ; D) (k T ist offensichtlich. Durch eine Umformung wird die gezeigte Glei-

chung in die richtige Form gebracht

N-1 o0
1 1 1 1 1
N—oo N £~ L log2 ; k k(k+2)
N log 2
& lim e = = 1T4540566... .
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

11 Ausblick

In der Darstellung der Theorie der Kettenbriiche wurden einige interessante Aspekte aufgrund von
Platzmangel nicht dargestellt. So wurde beispielsweise die Pell’sche Gleichung 2% — Ny? = 1 nur
kurz in dem historischen Abriss erwdhnt, aber es wurde nicht ndher darauf eingegangen. Auch
jede Art anderer Kettenbriiche, zum Beispiel mit Funktionen statt natiirlichen Zahlen ai, wurde
nicht beschrieben (Vgl. [3], Seite 17). Ebenso die Darstellung der besten Naherungen 1. und 2. Art
(Vgl. [2], Seite 22-30).

Besonders in der Ergodentheorie wurden viele Aspekte ausgeklammert. Vor allem der Aufbau
der Theorie und der Beweis der zentralen Sitze wurden nicht gegeben. Auch die Ergodizitit der
GauB-Abbildung konnte nicht gezeigt werden. Eine Betrachtung der Konvergenz von %log qn(a) in
Bezug auf quadratische Irrationalitdten wurde ausgespart (Vgl. [6], Seite 87).

Ebenso wurde der Vergleich zwischen der Dezimaldarstellung und der Kettenbruchdarstellung
beziiglich ihres Informationsgehaltes bei einer hinzugefiigten Zahl hinter dem Komma, bzw. einem
weiteren ay, nicht betrachtet. Bei diesem Vergleich schneidet die Kettenbruchentwicklung etwas
besser als die Darstellung durch Dezimalzahlen ab. Der zentrale Begriff in dieser Thematik ist die
Entropie (Vgl. [6], Seite 89).
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