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1
Vorbemerkung

Das physikalische Praktikum ist Bestandteil vieler natur- und in-
genieurwissenschaftlicher Studiengédnge, da hier die experimentelle
Grundausbildung erfolgt. Es bietet Ihnen die Moglichkeit physika-
lische Gesetze eigenhédndig zu tiberpriifen, die Denk- und Herange-
hensweise in der Physik sowie den Umgang mit Messgerdten und
Messverfahren und die Methoden der Versuchsauswertung zu erler-
nen.

Das Grund- oder Anfdangerpraktikum in den Physikalischen Prak-
tika der Universitat Bremen hat einige Besonderheiten:

¢ Die Versuche sind nicht fest in den Rdumlichkeiten installiert, son-
dern werden Ihnen entsprechend dem Ablaufplan Ihres Studien-
gangs bereitgestellt. Das hat den Vorteil, dass Sie als Studierende
zum Teil beim Versuchsaufbau mit einbezogen sind und dass —
bei Bedarf und Interesse — Verdnderungen und Erweiterungen
oft moglich sind. So kénnen neben den in der Versuchsanleitung
vorgeschlagenen Messgerdten und -verfahren auch weitere im Prak-
tikum vorhandene Messmittel schnell eingesetzt werden. Fiir uns
hat es den Vorteil, dass Versuche verdandert und neu ausgestaltet,
Gerite mehrfach genutzt und einfacher neue Versuche entwickelt
werden konnen.

® Esist eine recht gute inhaltliche Abstimmung zwischen Vorlesungs-
stoff und Praktikumsversuchen realisiert, so dass eine Festigung
des Vorlesungsstoffes im Praktikum erfolgt. Dartiber hinaus sind
etliche Versuche so angelegt, dass die Messwerterfassung mit dem
PC erlernt wird.

* Das Praktikum wird seit iiber zehn Jahren konsequent erneuert und
ist inzwischen eines der modernsten physikalischen Praktika in
Deutschland, sodass Sie neben physikalischen Grundkenntnissen
und experimentellen Fahigkeiten moderne und unterschiedlichste
Messtechniken kennen lernen werden.

® Das Praktikum ist seit 2004 auch fiir Schiiler/innen getffnet. Phy-
sikkurse der Klasse 10 bis 12 kénnen hier Experimente zur Ergéan-
zung des Physikunterrichtes durchfiihren. Dartiiber hinaus fithren
die Physikalischen Praktika eine Reihe von Sonderveranstaltungen
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durch, um den Fachbereich und die Physik offentlichkeitswirksam
darzustellen.

* Die Physikalischen Praktika der Universitdt Bremen sind Vorreiter
bei der Entwicklung moderner physikalischer Versuche, die iiber
die AG Physikalische Praktika der DPG sowie iiber Kooperatio-
nen mit Lehrmittelherstellern auch anderen Nutzern angeboten
werden.

¢ Alle angebotenen Praktikumsversuche stehen frei zugénglich und
nach Themengebieten geordnet, mit einer kurzen Inhaltsangabe,
mit einem Foto (vergrofierbar durch Anklicken) und der komplet-
ten Versuchsanleitung im Netz.

Neben einigen Vorversuchen zur Einfithrung, den klassischen Versu-
chen, bei denen Sie die Apparatur nahezu komplett vorfinden werden,
bieten wir in zunehmendem Mafle am Ende des Semesters komplexe-
re Versuche an, bei denen Sie die Versuchsapparatur mit Hilfe Threr
bis dahin erworbenen Vorkenntnisse im Wesentlichen selber aufbauen
miissen.

Alle wichtigen Informationen zum Praktikum finden Sie unter

www.uni-bremen.de/physika

Hier konnen Sie die Praktikumsplédne (Versuchsablaufpldne) der
Studiengénge und Ihrer Praktikumsgruppe einsehen und herunterla-
den. Unter dem Button , Versuche” finden Sie die fiir die Vorbereitung
auf den Praktikumstermin notwendigen Versuchsbeschreibungen.

Das Einschreiben ins Praktikum ist nur von Semesterbeginn bis
zum Ende der ersten Vorlesungswoche moglich.

Im Praktikum stehen Ihnen Computer zur Verfiigung, die bei
einer zunehmenden Zahl von Versuchen zur Messwerterfassung ge-
nutzt werden. Auf all diesen Computern sind zur Bearbeitung der
Messwerte und zur Erstellung grafischer Darstellungen geeignete
Programme installiert. Uber WLAN konnen Sie wihrend der Ver-
suchsdurchfiihrung Diagramme auf einem zentralen Drucker im
Praktikum ausdrucken. Zusétzlich koénnen Sie Ihre Messwerte auf
Ihrem USB-Stick speichern oder aus dem Praktikum per E-Mail nach
Hause schicken. Sie sollten daher immer einen Speicherstick mit ins
Praktikum bringen.

Das vorliegende Skript enthdlt wichtige Informationen zum Prakti-
kum und zur Auswertung von Messergebnissen und ist als Ergdnzung
zu den Versuchsanleitungen und als Hilfsmittel fiir alle Studiengdnge
konzipiert. Im Kapitel 2 finden sich Hinweise zur Durchfiihrung des
Praktikums (Organisatorisches, Arbeitsschutz, Bewertungskriterien).
Das Kapitel 3 widmet sich ausfiihrlich dem Anfertigen von Mess-
protokollen und dem Schreiben von Versuchsberichten bis hin zu
mikrotypografischen Aspekten, die bei wissenschaftlichen Berichten
und Publikationen unbedingt beachtet werden miissen. Insbesondere
die 10 Schritte zum gelungenen Versuchsbericht dienen als Nachschla-
gewerk, um grundsétzliche Fehler beim Abfassen der Berichte von
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Anfang an zu vermeiden. Im Kapitel 4 finden Sie einen kommentier-
ten Musterversuchsbericht mit Messprotokoll zu einem gedanklich
leicht nachvollziehbaren Experiment. Beide Kapitel dienen dazu, die
tiblichen Anfangsschwierigkeiten beim Schreiben von Versuchsberich-
ten moglichst schnell zu tiberwinden.

Kapitel 5 und 6 enthalten Ausfithrungen zu physikalischen Gro-
en, zum Einheitensystem und zum Umgang mit den beim Messen
objektiv auftretenden Messunsicherheiten, die auch als Messfehler
bezeichnet werden. Die unterschiedlichen Quellen von Messunsicher-
heiten werden vorgestellt und insbesondere Messunsicherheiten von
Messgeriten ausfiihrlich diskutiert. In Kapitel 7 wird die Statistik
zufélliger Unsicherheit bei mehrfach wiederholten Messungen erklart.
Die Berechnung von kombinierten Unsicherheiten, die zur Ermittlung
der Messunsicherheiten bei indirekt gemessenen Grofien angewendet
werden miissen, werden in Kapitel 8 behandelt.

Kapitel g stellt eine Erganzung fiir Interessierte dar und behandelt
die kombinierten Messunsicherheiten bei korrelierten GréfSen sowie
die Ausgleichsrechnung.

Die Grundlagen grafischer Darstellungen werden in Kapitel 10 be-
sprochen. Schliefilich befindet sich in Kapitel 11 eine Art Zusammen-
fassung oder auch Nachschlagewerk zur Abschidtzung der maximalen
Unsicherheit.

Studierende des Studiengangs BSc-Physik sollten dieses Skript
parallel zur praktikumsbegleitenden Vorlesung ,Grundlagen des wis-
senschaftlichen Arbeitens und Prasentationstechnik” durcharbeiten
und bei der Versuchsauswertung als Nachschlagewerk benutzen. In
dieser Vorlesung erlernen Sie neben der Auswertung, Darstellung
und Présentation von Versuchsergebnissen vor allem auch das Abfas-
sen von wissenschaftlichen Berichten, Zusammenfassungen und das
Halten von Vortrdgen am Beispiel ausgewdhlter Ergebnisse der im
Praktikum durchgefiihrten Versuche.

Fiir die Studierenden aller anderen Studiengédnge, die ein Physik-
praktikum absolvieren, finden Einfiihrungsveranstaltungen (jeweils
zwei Vorlesungen) zum Praktikum statt.

Zum Einstieg sollten Sie unbedingt die Kapitel 3 bis 6 und 11 sowie
den ersten Abschnitt des Kapitels 10 lesen (Kapitel 9 muss vorerst
nicht gelesen werden). In den Kapiteln 7 und 8 finden Sie bei Bedarf
genauere Erkldrungen zu der in Kapitel 11 kurz und tibersichtlich
dargestellt den Umgang mit Messunsicherheiten.
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Das Skript wurde zum WiSe 2011/ 12 liberarbeitet und neu struktu-
riert. Wir danken Herrn Dr. Manns aus Berlin, der uns einige Inhalte,
die sich z.T. in den Kapiteln 5 bis 10 wiederfinden, zur Nutzung
tiberlassen hat. Wir sind allen dankbar, die uns auf vorhandene Fehler
und Druckfehler hinweisen.

Bremen, im Oktober 2011
L. Riickmann, S. Gliige und C. Windzio

Eine weitere Uberarbeitung dieses Scriptes erfolgte zum WiSe 2021/22
insbesondere hinsichtlich der Einbeziehung des GUM (,,Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement”) zum Umgang mit Mes-
sunsicherheiten.

Bremen, im Oktober 2021
K. Sebald und C. Windzio



2
Durchfiihrung des Praktikums

2.1 Ziele der Ausbildung im Praktikum

Das physikalische Praktikum ist eine obligatorische Lehrveranstal-
tung fiir viele naturwissenschaftliche und ingenieurtechnische Stu-
diengénge, da hier die physikalisch-experimentelle Grundausbildung
stattfindet. Anhand ausgewdhlter Versuche sollen die Kenntnisse aus
Vorlesung und Seminar durch eigene Experimente ergénzt und die
Physik als experimentelle Wissenschaft erfahrbar werden. Ziele des
physikalischen Praktikums sind

¢ physikalische Konzepte und Gesetze durch eigenes Experimentie-
ren zu erlernen,

* physikalische Kenntnisse anzuwenden und zu erweitern,
¢ tiber physikalische und messtechnische Probleme zu diskutieren,

¢ experimentelles Geschick und handwerkliche Fahigkeiten zu er-
werben,

* Messtechniken zu erlernen und geeignete Messgeréate auszuwéh-
len,

e Messungen durchzufiihren und mit Messunsicherheiten umzuge-
hen,

e Protokollfithrung und Auswertung der Messergebnisse durch Nut-
zung rechnerischer sowie grafischer Hilfsmittel zu erlernen,

* Messergebnisse beztiglich auftretender Fehlerquellen kritisch zu
analysieren,

e Ergebnisse in Berichten und Vortrdgen strukturiert darzustellen.

Im vorliegenden Skript sind Hinweise zur Durchfiihrung des Prakti-
kums, zum Anfertigen von Messprotokollen und Versuchsberichten
sowie zu Mess- und Auswerteverfahren und zum Umgang mit Mess-
unsicherheiten (Fehlerrechnung) zusammengestellt.
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* Versuchsanleitung vor dem Versuch
durcharbeiten und unbedingt gut
vorbereitet zum Praktikum erscheinen!

2.2 Organisation und Durchfiihrung des Praktikums

Im Praktikum sind je nach den Anforderungen der Studiengénge eine
unterschiedliche Zahl von Versuchen, die alle auf drei Zeitstunden
angelegt sind, zu absolvieren. Die Durchfiihrung eines Praktikums-
versuches erfolgt zu zweit. Insgesamt 10 Studenten bilden eine Prakti-
kumsgruppe und werden von einem Tutor betreut, der die Gruppe
durch das Semester fiihrt. Das Praktikum beginnt jeweils mit einer ca.
30 miniitigen Vorbesprechung, in der

1. Fragen zum Versuch gestellt werden konnen,

2. der Tutor die Vorbereitung der Studenten auf den Versuch (z.B.
mit einem schriftlichem Test oder anhand von Kurzvortrdgen von
Studierenden) kontrolliert und

3. Detailfragen zur Versuchsdurchfithrung besprochen werden.

Bei mangelnder Vorbereitung kann der Ausschluss vom Praktikum
an diesem Tag erfolgen.

Zur Vorbereitung auf den Versuch stehen die Versuchsanleitungen
inkl. eines Fotos der Apparatur zur Verfligung, aus denen physika-
lische Grundlagen, die Einzelheiten der Aufgabenstellung und der
Versuchsdurchfiihrung zu entnehmen sind. Die Versuchsanleitungen
und den Terminplan ihrer Gruppe finden Sie auf der Website des
Praktikums unter: www.uni-bremen.de/physika

Unsere Versuchsanleitungen im Grundpraktikum sind im Ver-
gleich zu denen anderer Universitdten recht ausfiihrlich hinsichtlich
der Darstellung der physikalischen Grundlagen des Versuches und
der Einordnung der Thematik. Dartiiber hinaus sind die Inhalte der
Versuche recht gut mit dem Vorlesungsstoff abgestimmt. Daher reicht
es meist aus, wenn Sie zur Vorbereitung auf den Versuch die entspre-
chende Versuchsanleitung sorgfaltig durcharbeiten.” Trotzdem seien
hier einige zusitzliche Nachschlagewerke und Lehrbiicher, die Sie in
der Fachbereichsbibliothek finden, empfohlen:

¢ W. Demtroder: ,,Experimentalphysik”, Springer Verlag (4 Bande)

C. Gerthsen, H. Kneser, H. Vogel: ,,Physik”, Springer Verlag

D.C. Giancoli: , Physik”, Pearson-Studium Verlag, 1. Aufl. 2006

e L. Bergmann, C. Schaefer: ,Lehrbuch der Experimentalphysik”,
Walter de Gruyter, Berlin und New York (8 Bande)

P. Dobrinski, G. Krakau, A. Vogel: ,Physik fiir Ingenieure”, B. G.
Teubner, Stuttgart

W. Schenk, F. Kremer, , Physikalisches Praktikum®, Vieweg+Teubner
Verlag, Wiesbaden

J. Eichler, H.J. Kronfeldt, H.D. Sahm: , Das neue physikalische
Grundpraktikum®, Springer-Lehrbuch, 2.Aufl. 2006
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Eine Woche nach Versuchsdurchfiihrung ist der Versuchsbericht beim
Tutor abzugeben. Physik-Vollfach(VF)- und Physik-Lehramt(ZF)-Stu-
dierende schreiben im 1. Semester Einzelberichte auf der Grundlage
des gemeinsamen Messprotokolls. Von allen anderen wird nur ein
gemeinsamer Versuchsbericht beider Partner gefordert.?

Voraussetzung fiir die Teilnahme am Praktikum ist der einmalige
Besuch der zentralen Sicherheits- und Brandschutzunterweisung, die
zu Beginn des Wintersemesters stattfindet und deren Besuch. Zusitz-
lich erfolgt am ersten Praktikumstag eine aktenkundige Belehrung
iber die speziellen Arbeitsschutzregeln im Praktikum.

Fiir Physik-VF-, Physik-ZF- und E-Technik-Studierende ist das
physikalische Praktikum im jeweiligen Semester ein eigenes Modul,
das neben der erfolgreichen Absolvierung aller Versuche mit einem
Priifungsversuch oder einem Abschlusstestat abzuschliefSen ist. Da-
zu ist es notwendig, dass neben der Online-Anmeldung fiir einen
Praktikumsplatz auch eine individuelle Anmeldung durch die Stu-
dierenden im Priifungsamt erfolgt. Fiir alle anderen Studiengénge
ist der erfolgreiche Abschluss des Praktikums (Absolvierung aller
Versuche und Bestehen eines Abschlusstestats) eine Leistung fiir das
Physikmodul. Eine zusédtzliche Anmeldung fiir das Physik-Praktikum
im Priifungsamt entfallt hier.

Sollten Sie einen Versuchstermin aus wichtigem Grund versdumen,
so konnen Sie einen einzelnen Versuch nach Absprache mit Ihrem
Tutor in einer anderen Gruppe nachholen oder sich fiir einen Nach-
holtermin anmelden. Die Nachholtermine werden auf der Website
bekanntgegeben, sind anmeldepflichtig (Kontaktformular) und finden
in der letzten Vorlesungswoche des Semesters statt.

Das Fehlen am ersten Praktikumstag ohne wichtigen Grund fiihrt
leider sofort zum Verlust Ihres angemeldeten Praktikumsplatzes.

2.3 Arbeitsschutzregeln im Praktikum

Allgemeines

Die Betriebsanweisungen fiir die im Praktikum verwendeten Gerite

2 Nédheres dazu siehe ab Seite 15:
,,Versuchsbericht und Messprotokoll”

finden Sie unter: www.uni-bremen.de/physika/allgemeine-informationen/sicherheit-

im-praktikum /betriebsanweisungen-arbeitsmittel

1. Verhalten Sie sich in den Praktika so, dass Sie weder sich noch Thre
Mitstudierenden gefahrden.

2. Essen und Trinken ist in den Praktikumsrdumen nicht gestattet.
3. Defekte Gerite sofort dem/r Betreuer/in melden

4. Fluchtwege: Haupteingang, Thermodynamikraum und Schiilerla-
bor jeweils zum Flur

5. Mehrere Feuerloscher im Flur zwischen Haupteingang und Tiir
zum Thermodynamikraum

6. Verbandskaisten befinden sich in allen Raumen


https://www.uni-bremen.de/physika/allgemeine-informationen/sicherheit-im-praktikum/betriebsanweisungen-arbeitsmittel
https://www.uni-bremen.de/physika/allgemeine-informationen/sicherheit-im-praktikum/betriebsanweisungen-arbeitsmittel
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7. Verlassen Sie bei Alarm sofort die Praktikumsraume

Glasgeriite

1. Achten Sie bei allen Messgeréten, insbesondere bei Thermometern,
auf den Messbereich.

2. Glas- und Thermometerbruch vorerst liegen lassen und sofort
dem/r Betreuer/in melden.

3. Vorsicht beim Umgang mit Geféflen, in denen Unter- oder Uber-
druck herrscht — Schutzbrillen benutzen.

Feuergefihrliche und gesundheitsgefihrdende Stoffe

1. Vorsicht beim Umgang mit brennbaren Chemikalien.

2. Chemikalien prinzipiell nicht in Trinkgefafle fiillen.

3. Benutzen Sie fiir die Versuchsfliissigkeiten die Vorratsflaschen.
4. Arbeiten mit Quecksilber nur tiber der Fotoschale.

5. Gasbrenner und Heizplatten so aufstellen, dass sich keine benach-
barten Gegenstdnde entziinden konnen.

6. Achten Sie darauf, dass der Gasbrenner nicht durchschlagt.

7. Gashdhne nach dem Versuch schliefien

Elektrische Anlagen

1. Aufbau, Anderung und Abbau elektrischer Schaltungen nur im
spannungsfreien Zustand. Dabei Spannungsquellen bis 48 V auf
,,0” stellen und Spannungsquellen {iber 48 V herunterregeln und
abschalten.

2. Keine Gerite auseinander schrauben.
3. Stets auf den richtigen Messbereich achten.

4. Bei Unfillen sofort Hauptschalter ausschalten. Unverziiglich Be-
treuer/in verstandigen.

Ionisierende Strahlung

1. Die Aktivitdt der verwendeten radioaktiven Praparate ist gering.
Trotzdem konnen bei Langzeiteinwirkung Strahlenschdden auftre-
ten. Daher radioaktive Praparate nicht langere Zeit in unmittelbare
Néhe des menschlichen Koérpers bringen.

2. Prédparate nach Gebrauch sofort wieder in die dafiir vorgesehenen
Behilter legen.

3. Jegliches Manipulieren an radioaktiven Praparaten ist verboten.

4. Schwangeren ist jede Arbeit unter Einwirkung ionisierender Strah-
lung verboten.
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Laser

1. Auch die geringe Leistung der im Praktikum verwendeten Laser
kann bei direkter Einstrahlung in die Augen Netzhautschiaden
bewirken. Daher nie direkt in den Laserstrahl sehen.

2. Reflexionen vermeiden. Beim Arbeiten mit Lasern Ringe und Arm-
banduhren (Reflexionen) entfernen.

Kalte Gase

1. Beim Umgang mit z. B. fliissigem Stickstoff (Siedepunkt 77 K) stets
Schutzbrille aufsetzen und Handschuhe benutzen.

Es miissen in der Regel feste Schuhe in den Praktikumsrdumen getra-
gen werden.

2.4 Bewertungskriterien

Folgende Regeln gelten fiir die Bewertung von Versuchsberichten und
die Vergabe von Ubungsscheinen in den Grundpraktika:

UND-Kriterien fiir die Scheinvergabe am Semesterende:
1. Alle vorgesehenen Versuche wurden durchgefiihrt,

2. dabei wurden insgesamt mindestens 70 % der moglichen Punkte
erreicht (bei max. 10 Punkten pro Versuch),

3. der Priifungsversuch (Physik-VF und Physik-ZF) oder das Ab-
schlusstestat (Nichtphysiker/in) wurden erfolgreich bestanden.

Punktevergabe

Der Versuchsbericht wird mit max. 10 Punkten bewertet. Die wesent-
lichen Kriterien sind:

e Strukturierung des Versuchsberichtes

- richtige Wichtung der einzelnen Abschnitte

- pragnante Darstellung der Grundlagen

- Zielstellung und Versuchsbedingungen mit eigenen Worten
- Eigenhéndige Skizze des Versuchsaufbaus

- Vollstandigkeit, Lesbarkeit, Ubersichtlichkeit

- auch Form, Rechtschreibung, Grammatik, Quellenangaben
* Darstellung der Ergebnisse mit ihren Messunsicherheiten

- sinnvolle Stellenangaben
— Wertung der Ergebnisse
— Fehlerkritik

13
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3 Physik-VF und -ZF schreiben
im 1. Semester Einzelberichte

— Vergleich mit Literaturwerten

- grafische Darstellungen (mit aussagekriftigen Bildunterschrif-
ten, vollstdndig bezeichneten Achsen, Wahl des passenden Mafs-
stabs, erkennbare Messpunkte, Darstellung der Messunsicher-
heiten, Fitkurven bzw. Ausgleichsgraden, ...)

¢ Nachvollziehbare Ermittlung von Messunsicherheiten

- sinnvolle Angaben der Unsicherheit der einzelner Messgrofien

- Angabe der maximalen Unsicherheit (Abschdtzung der Unsi-
cherheit) oder statistische Ermittlung

- nachvollziehbare Darstellung der Berechnung der kombinierten
Unsicherheiten

¢ Originalmessprotokoll (korrekte und vollstindige Erfassung aller
Messwerte und Messunsicherheiten)

Versuchsberichte mit Messergebnissen ohne Angabe von Messunsi-
cherheiten werden zuriickgewiesen.

Fristen
* Die Abgabe der Versuchsberichte hat prinzipiell eine Woche nach
der Versuchsdurchfiihrung zu erfolgen.3

* Bei verspiteter Abgabe des Versuchsberichtes erfolgt der Abzug
jeweils eines Punktes pro Woche Verspatung.

* Die Nachbesserung von Versuchsberichten hat innerhalb einer
Woche zu erfolgen.

* Von nachgebesserten Versuchsberichten wird ein Punkt abgezogen.

* Liegt vier Wochen nach Versuchsdurchfiihrung kein Versuchsbe-
richt vor, so wird der Versuch als Fehlversuch gewertet.



3
Versuchsbericht und Messprotokoll

3.1 Messprotokoll

Wahrend der Versuchsdurchfiihrung ist ein Messprotokoll anzufer-
tigen. Dieses Messprotokoll ist ein Dokument und ist entsprechend
sorgfaltig und dokumentenecht, also nicht mit Bleistift, zu erstellen.
Es ist Voraussetzung fiir die Auswertung und belegt gleichzeitig
Ihre Teilnahme am Versuchstermin und die erfolgreiche Versuchs-
durchfiihrung.” Das Messprotokoll muss fiir einen Dritten lesbar und
nachvollziehbar sein. Es muss folgendes enthalten:

¢ Titel des Versuches, beide Namen, Datum

* Messergebnisse, vorzugsweise in Tabellenform (hier konnen bereits
zusétzliche, fiir die Auswertung notwendige Spalten vorgesehen
werden)

e alle Messunsicherheiten (Genauigkeiten der Geréte, Ablesegenau-
igkeiten, ...)

¢ Versuchsbedingungen (z. B. Raumtemperatur bei thermodynami-
schen Experimenten)

* Zwischenauswertungen, z. B. grafische Darstellungen (Kalibrier-
kurven)

e Unterschrift des/r Tutors/in

Wenn das Messprotokoll auf dem Computer erstellt wird, so ist es
noch aus dem Praktikum an die E-Mail-Adresse des/r Tutors/in zu
senden. Diese Hinterlegung ersetzt hierbei die Unterschrift des/r
Tutors/in.

Fertigen Sie moglichst viele Zwischenauswertungen bereits wih-
rend des Versuches an und dokumentieren Sie diese im Messprotokoll.
Zwischenauswertungen helfen Ihnen einzuschétzen, ob die Messun-
gen erfolgreich waren und ersparen Ihnen Arbeit bei der Anfertigung
des Versuchsberichts zu Hause.> Das Messprotokoll ist als Anlage un-
bedingter Bestandteil Ihres Versuchsberichtes und wird mit bewertet.

Wichtig ist, dass Sie nach dem Versuch, z. B. im Studierhaus, noch
gemeinsam mit Ihrem/r Partner/in die Messergebnisse auswerten,

* Beide Partner/innen fertigen ein
gemeinsames Messprotokoll an.

Es empfiehlt sich dringend dieses
anschliefend zu kopieren, damit jeder
iiber ein Exemplar verfiigt.

2 Siehe dazu: Messprotokoll in , Kom-
mentierter Musterversuchsbericht” ab
Seite 29
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3 Vereinbaren Sie unbedingt beim
ersten Versuchstermin einen Abga-
beort Ihres Vesuchsberichtes mit Th-
rem/r Tutor/in! Verspatungen durch
falsche Abgabe gehen zu Ihren Lasten.

4Sollte sich im Einzelfall herausstel-
len, dass bei einer Messreihe grobe
Fehler gemacht wurden oder dass
vergessen wurde, wichtige Werte

zu notieren, so besteht auch aufler-
halb der offiziellen Praktikumszeit
die Moglichkeit eine kurze Nachmes-
sung (max. 1 h) vorzunehmen. Mel-
den Sie sich dazu in Raum S3180 an.

5 Copy-and-paste verstofst ge-

gen das Urheberrecht. Sie erken-
nen das Wesentliche besser, wenn
Sie selbst eine Skizze anfertigen.

Grafiken anfertigen, Messunsicherheiten abschétzen und die Ergeb-
nisse interpretieren und diskutieren. Auf der Grundlage des Mess-
protokolls und der Auswertung fertigen Sie dann zu Hause einen
Versuchsbericht an, der nach einer Woche beim Tutor/in3 abgegeben
werden muss. Der Versuchsbericht hat den Charakter einer kleinen
wissenschaftlichen Veroffentlichung und muss daher auch fiir Aufien-
stehende gut lesbar und nachvollziehbar sein. Nach Durchsicht des
Versuchsberichtes fiihrt der/die Tutor/in mit Ihnen und Ihrer Zwei-
ergruppe ein Gesprach, bescheinigt die erfolgreiche Durchfiihrung
des Versuches (Bewertung mit Punkten) oder fordert entsprechende
Nachbesserungen.#

3.2 Struktur des Versuchsberichts

Der Versuchsbericht ist ein Ergebnisprotokoll. Er muss tibersichtlich
und strukturiert angelegt sein, alle fiir die Auswertung benétigten
Daten enthalten und die wesentlichen Berechnungen, auch die der
Messunsicherheiten, klar und nachvollziehbar erkennen lassen. Alle
Eintragungen sind, sofern sie nicht mit Hilfe eines PC erstellt wurden,
mit Kugelschreiber oder Tinte auszufiihren, denn der Versuchsbericht,
einschlieflich des Messprotokolls, ist ein Dokument. Diagramme sind
zweckmiflig mit Bleistift auf Millimeter- bzw. auf logarithmischen
oder doppelt-logarithmischen Papier oder mit dem PC anzufertigen.
Skizzen zur Versuchsapparatur zeichnen sich mit Bleistift und Lineal
schneller als mit dem PC. Nicht erlaubt sind aus Anleitungen (auch
aus unseren!), Biichern oder dem Internet kopierte Bilder oder Sche-
mata von Versuchsanordnungen. Ebenso ist es nicht sinnvoll Fotos
der Apparatur im Bericht unterzubringen.>

Wichtig ist der Inhalt des Versuchsberichtes. Es spielt daher an-
fangs keine Rolle, ob Sie diesen handschriftlich oder mit PC, die
Grafiken auf Millimeterpapier oder mit PC erstellen oder alles in
gemischter Form abgeben. Auch ist es moglich, vorerst die Abbil-
dungen als Anlagen zu deklarieren. Ab dem zweiten Semester sollte
der Versuchsbericht jedoch komplett mit dem PC mit entsprechend
eingebundenen Grafiken und Tabellen verfasst werden. Von Anfang
an muss der Inhalt sowie die Rechtschreibung und Grammatik den
Vorgaben entsprechen.

Folgende Gliederung diene zur Orientierung bei der Anfertigung
des Versuchsberichtes:

1. Titelei: Name des Versuches, Datum der Durchfithrung, Name
des/r Autors/in, Name des/r Versuchspartners/in, Studiengang,
Praktikumsgruppe, Tutor/in, aktuelles Datum

2. Zielstellung: ca. 1 bis 3 Sdtze mit insgesamt 50 bis 70 Wortern
vorzugsweise im Passiv und Prasens formuliert. Es versteht sich
von selbst, dass hier moglichst pragnant und ohne Wiederholungen
geschrieben werden muss. Ein/e fremde/r Leser/in sollte hier klar
erkennen kénnen, tiber welche Untersuchungen mit welchem Ziel
berichtet werden soll.
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3. Theoretischer Hintergrund: Dieser einfithrende Teil des Versuchs-
berichtes soll mit eigenen Worten kurz und pragnant formuliert
werden. Er muss die fiir die Auswertung benotigten Formeln mit
Erklarung der verwendeten Buchstabensymbole enthalten. Mitun-
ter ist auch eine Skizze oder Abbildung sinnvoll, um den grundle-
genden physikalischen Zusammenhang effektiv darzustellen. Die
Kunst besteht darin, aus der ausfiihrlich gehaltenen Versuchsanlei-
tung die wesentlichen Informationen herauszufiltern. Dieser Teil
sollte eine Seite nicht tiberschreiten. Schreiben Sie diesen Teil des-
halb moglichst zuletzt, erst wenn Sie genau wissen, was fiir Thre
Auswertung relevant war.

4. Versuchsdurchfithrung: Hier muss auf Details der Versuchsdurch-
fihrung (apparative Besonderheiten, Beschaltungen, Anschluss der
Messgerite, Messablauf, etc.) eingegangen werden. Notwendig ist
meist eine eigene Skizze des Versuchsaufbaus und die Benennung
oder Erkldrung der wichtigsten Gerite.

5. Ergebnisse und Diskussion (Auswertung, Darstellung der Ergeb-
nisse, Betrachtungen der Messunsicherheiten, Interpretationen, kri-
tische Ergebniseinschiatzung):

Beginnen Sie beim Schreiben des Versuchsberichtes unbedingt mit
diesem Teil. Er ist der umfangreichste und wichtigste Teil. Struktu-

riert nach den physikalischen Inhalten der Aufgabenstellungen® ¢ Zur Strukturierung und damit
zur besseren Lesbarkeit bieten sich

erfolgt die Auswertung und Darstellung der Ergebnisse (nur si-
& & 5 & ( physikalische Zwischentiberschriften

gnifikante Stellen!) mit ihren Messunsicherheiten. Sehr oft ist es an. Eine Zwischeniiberschrift heit
zweckmiBig und notwendig zur Ermittlung und/oder Darstellung nicht , Aufgabe 1” sondern bestimmt
. . . . . sich aus dem Inhalt: z. B. , Bestimmung

der Ergebnisse und physikalischen Zusammenhénge grafische Dar- des. ..
stellungen zu verwenden. Die grafischen Darstellungen sind als
Abbildungen einzufiigen. Abbildungen sind durchzunummerieren
und sollen eine physikalische, selbsterkldarende Bildunterschrift
besitzen.
Die Angabe der Messunsicherheit ist ein wesentlicher Bestandteil
jeder physikalischen Messung.”Die Abschatzungen oder -berech- 7 Die Angabe eines Ergebnisses
nungen der Messunsicherheit und die Unsicherheitsfortpflanzung ohne Angabe der Messunsicherheit

L. . i . . ist sinnlos. Durch die Grof8e der
muss in jedem Versuchsbericht iibersichtlich dargestellt werden. Es Messunsicherheit wird die Anzahl der
gibt kein einfaches Schema oder Verfahren zur Bestimmung der signifikanten Stellen Thres Ergebnisses

bestimmt.

Messunsicherheiten, vielmehr bedarf es kritischer Beobachtung der
Messgerite und vielféltiger Abschitzungen, um die Auswirkung
der zufilligen und der systematischen Messunsicherheiten und
Abweichungen auf das Endergebnis angeben zu konnen. Bei der
unverzichtbaren Ergebniseinschidtzung sind, soweit zuganglich, Ta-
bellenwerte zu benutzen. Niitzliche Angaben findet man oft im F.
Kohlrausch: ,Praktische Physik”, Band 3, B.G. Teubner, Stuttgart.

6. Zusammenfassung: Eine kurze und pragnante physikalische Zu-

sammenfassung Threr wichtigsten Ergebnisse ist hier gefragt.® Bei # Kommentare, ob der Versuch gut,

schon, geeignet, lehrreich,... war, ge-
K horen nicht in die Zusammenfassung.
nach dem Lesen der Zielstellung, der Zusammenfassung und nach Diese Kommentare schicken Sie bitte
Anschauen der Abbildungen, ob sich das ausfiihrliche Lesen des per E-Mail an die Praktikumsleitung.

. .. Wir nutzen diese Informationen gern
Berichtes uberhaupt lohnt. zur weiteren Verbesserung unserer

Versuche.

Berichten und Publikationen entscheidet der/die Leser/in oft nur
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7. Messprotokoll in Originalform bzw. in Kopie als Anlage:

Der Versuchsbericht soll 5 Seiten (plus/minus einer Seite) nicht
uberschreiten. Beschrdanken Sie sich also auf das Wesentliche. Ach-
ten Sie auf eine ansprechende duflere Form, auf Rechtschreibung
und Grammatik, auf eine moglichst einheitliche Zeitform, einen
konsistenten, logischen und strukturierten Aufbau und eine gute
Lesbarkeit fiir Dritte. Schreiben Sie moglichst nicht in ,ich”- oder
,wir“-Form, sondern vorzugsweise in der dritten Person und im
Passiv. Vergessen Sie bitte nicht, die von Ihnen zitierten Quellen
anzugeben. Bei Quellen aus dem Web ist zusitzlich das Datum des
Downloads anzugeben.

Die Inhalte der folgenden drei Abschnitte (,Zehn Schritte zum er-
folgreichen Versuchsbericht”, ,Einige wichtige mikrotypografische
Hinweise”, , Kommentierter Musterversuchsbericht”) sollen Thnen
helfen, das Schreiben von Versuchsberichten ziigig zu erlernen.

3.3 10 Schritte zum gelungenen Versuchsbericht

1. Fertigen Sie wihrend des Versuches ein ordentliches Messprotokoll
an. Das gelingt, wenn Sie vorbereitet zum Versuch erscheinen (Sie
wissen bereits, was Sie messen wollen!) und die Messwerte mog-
lichst in tabellarischer Form notieren. Sie konnen in den Tabellen
auch bereits zusitzliche Spalten fiir die Auswertung vorsehen. Im
Messprotokoll miissen alle relevanten Daten und Versuchsbedin-
gungen notiert werden. Dazu gehoren in jedem Fall die von Ihnen
bestimmten Messunsicherheiten der einzelnen Messgrofien, die
sich aus Ablesegenauigkeit und systematischer Unsicherheit der
verwendeten Messgerate ergeben. Fithren Sie moglichst viele Zwi-
schenauswertungen bereits wihrend der Versuchsdurchfiihrung im
Praktikum durch (Kalibrierungskurven und andere Auftragungen),
um abschédtzen zu konnen, ob Sie richtig und vollstindig gemessen
haben.

2. Werten Sie die Versuchsergebnisse unbedingt im Team, d. h. ge-
meinsam mit Ihrem/r Versuchspartner/in, aus. Nutzen Sie dazu
bereits die nach dem Versuch verbleibende Zeit im Praktikum oder
treffen Sie sich hinterher oder am néchsten Tag im Studierhaus
zur gemeinsamen Auswertung und Diskussion. Dazu gehort die
Berechnung der Werte, die Unsicherheitsfortpflanzung, die Anfer-
tigung von grafischen Darstellungen und die kritische Diskussion
der Ergebnisse. Ziehen Sie sich erst danach zum Schreiben des
Versuchsberichtes zurtick.

3. Fangen Sie beim Schreiben des Versuchsberichtes moglichst nicht
vorne an. Beginnen Sie mit dem wichtigsten und umfangreichs-
ten Teil, dem Abschnitt: ,Ergebnisse und Diskussion”. Anhand
Ihrer bereits gemeinsam mit dem/der Partner/in ausgewerteten
Ergebnisse sollte das gut und ziigig gelingen. Wichtig ist hierbei
eine strukturierte und logische Darstellung (z. B. mit Unterpunkten
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oder Zwischentiberschriften) der gewonnenen Ergebnisse mit ihren
Messunsicherheiten. Der Versuchsbericht muss fiir einen Dritten
gut lesbar sein. Auch die Berechnung der maximale Unsicherheit
Ihrer Ergebnisse muss fiir den/die Leser/in tibersichtlich und
nachvollziehbar sein.

. Zur Darstellung der Ergebnisse und der Zusammenhinge ist es
zweckmaifiig, grafische Darstellungen zu verwenden und diese
moglichst im Text einzubinden. Zur grafischen Darstellung geho-
ren deutlich erkennbare Messpunkte mit ihren eingezeichneten
Unsicherheiten, Achsen mit ihren Bezeichnungen inkl. der Mafs-
einheiten und eine selbsterkldrende und aussagekraftige Bildunter-
schrift. Die Messpunkte sind nicht zu verbinden, sondern evtl. mit
einer entsprechenden Funktion anzupassen.

. Zum Abschnitt , Ergebnisse und Diskussion” gehort immer die kri-
tische Einschitzung Ihrer Ergebnisse und des Messverfahrens, der
Vergleich Threr Ergebnisse mit Literaturwerten, die Aufdeckung
von Fehlerquellen und die Suche nach systematischen Messabwei-
chungen und die physikalische Interpretation der Ergebnisse.

. Erst jetzt widmen Sie sich dem Schreiben der einleitenden Teile
,Zielstellung, theoretischer Hintergrund, Versuchsdurchfithrung”
Ihres Versuchsberichtes. Denn jetzt erst wissen Sie genau, was rele-
vant fiir Ihre Auswertung war. Dieser einleitende Teil ist wichtig
fir die Lesbarkeit Thres Berichtes. Er sollte pragnant und kurz
geschrieben sein und eine bis eineinhalb Seiten nicht tiberschrei-
ten. Verwenden Sie unbedingt eigene Worte, nachdem Ihnen klar
geworden ist, was Sie sagen wollen, und schreiben Sie nicht die Ver-
suchsanleitung ab. Erkldren Sie die fiir den Versuch wesentlichen
physikalischen Zusammenhénge, geben Sie wichtige Formeln an
und erkldren Sie die verwendeten Symbole. Eine pragnante, kurze
Darstellung der notwendigen theoretischen Grundlagen erfordert
wesentlich mehr Konzentration und Arbeit als eine langliche Dar-
stellung. (Unsere Versuchsanleitungen sind bewusst umfangreich
und kontextbezogen abgefasst, um lhnen das zusétzliche Litera-
turstudium bei der Vorbereitung auf den Versuch zu ersparen. Sie
miissen in Threr Darstellung also wesentlich kiirzer sein!)

. Im Falle eines gemeinschaftlichen Versuchsberichtes gehen Sie
bitte mit Threm/r Partner/in den fertigen Bericht noch einmal
durch, denn beide Partner/innen sind fiir den Versuchsbericht
verantwortlich und erhalten die gleiche Bewertung.

. Der gesamte Versuchsbericht soll aus maximal 5 Seiten (plus/minus
einer Seite) bestehen. Als Anlage ist unbedingt das von dem/r Tu-
tor/in unterschriebene Original-Messprotokoll beizulegen.

. Wenn Sie Abbildungen oder Zitate aus Biichern, Versuchsanleitun-
gen, anderen Versuchsberichten oder dem www in Threm Versuchs-
bericht benutzen, sind diese zu zitieren, d.h., alle Quellen sind
exakt anzugeben (beim www auch das Datum des Downloads).

19
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9 Es sei jedoch vorher nochmals an
die notwendigen, selbsterklaren-
den Bildunterschriften erinnert.

Urheberrechtsverletzungen oder Plagiate werden geahndet und
konnen zum Ausschluss vom Praktikum fiihren.

10. Beachten Sie zuletzt noch folgende Ratschldge:

* Der Versuchsbericht ist ein Ergebnisbericht und keine chronolo-
gische Darstellung Ihrer erlebten Erfolge und Misserfolge beim
Messen.

* Versuchsberichte miissen (auch nach ldngerer Zeit noch) gut
lesbar und fiir den/die Leser/in verstandlich sein. Es muss klar
werden, welche Botschaft der/die Autor/in des Berichtes dem/r
Leser/in tiberbringen will.

¢ Neben einem strukturierten Aufbau und den entsprechenden
Inhalten gehort zu einem Versuchsbericht auch eine entspre-
chende Form. Ebenso ist es notwendig, grammatikalische und
Rechtschreibregeln einzuhalten. Nutzen Sie hierzu auch die
Moglichkeiten Ihres Computers (Rechtschreibpriifung).

¢ Beachten Sie auch den Unterschied zwischen Umgangssprache
und Schriftsprache.

Bei Berticksichtigung der Hinweise (insbesondere von Punkt 2) und
einiger Ubung (die meist schmerzlich erworben werden muss) sollten
letztendlich 3 bis 4 Stunden zum Schreiben eines Versuchsberichtes
ausreichen.

3.4 Einige wichtige mikrotypografische Hinweise

Spétestens ab dem 2. Semester sollten Sie den Bericht mit dem Com-
puter schreiben. Neben den sogenannten makrotypografischen Aspek-
ten, wie Seitenlayout, Satzspiegel, Schriftarten, Titelei, Gliederung,
Register (Literaturzitate), Formeln (Formeleditor!), Formelnummerie-
rung, Einbinden und Durchnummerieren von Abbildungen, gibt es
auch mikrotypografische Regeln, die Sie beachten sollten.® Das Ein-
halten folgender mikrotypografischer Regeln ist unbedingt notwendig
fur die gute und eindeutige Lesbarkeit eines wissenschaftlichen Tex-
tes:

e Variable sind immer kursiv zu setzen

e Ziahl- oder Laufindizes sind kursiv (z.B. E;) und bezeichnende
Indizes gerade (z.B. Elektronenmasse m.) zu setzen

¢ Einheiten sind immer gerade zu setzen (das geht auch innerhalb
des Formeleditors mit dem Button , Text”)

¢ zwischen Zahlenwert und Einheit ist ein Leerzeichen zu setzen
(ganz exakt wire eine halbe Liicke: ,thin space” )

e zwischen Zahlenwert und Einheit bitte keinen Zeilenumbruch

¢ Funktionen mit festem Namen sind gerade zu setzen
(z.B.y =sin x)
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Vektoren sind kursiv und fett oder kursiv mit Pfeil zu setzen
Operatoren (V, det, grad) sind gerade zu setzen

mathematische Konstanten sind, wenn moglich, gerade zu setzen
(7, e, i)

naturwissenschaftliche und technische Konstanten sind kursiv zu
setzen (c, o)

automatisch generierte Worttrennungen sind immer zu tiberpriifen.
Korrigieren Sie unbedingt falsche oder sinnentstellende Worttren-
nungen vor Abgabe Ihres Berichtes.

Kunstworter und Abktirzungen (LASER, PC, LED. . .) sind im Zwei-
felsfall komplett mit GrofSbuchstaben zu schreiben und niemals
zu beugen. Auch gibt es fiir diese Kunstworter keinen Plural (also
bitte kein ,,s” anhéngen). Eigene Abkiirzungen und Kunstworter
sind vor der ersten Benutzung zu erklaren.

Beschriftung von Tabellenkdpfen bzw. Achsenbezeichnungen in
grafischen Darstellungen:

In deutschsprachigen wissenschaftlichen Veroffentlichungen, also
auch in Ihrem Bericht, gibt es vier Moglichkeiten fiir die Achsenbe-
zeichnungen:

1. Das Symbol der physikalischen Grofie befindet sich etwa mittig
unterhalb (bzw. mittig links neben) der x—(bzw. y—) Achse und
die Einheit steht rechts aufSen (bzw. oben) direkt an der Achse,

2. die physikalische Grofe, geteilt durch ihre Einheit, befindet
sich mittig unter der x- und links neben der y-Achse (z.B.

uysv, f/Hz),

3. die physikalische Grofie und ihre Einheit werden durch das
Wortchen ,,in” verkniipft (z.B. U in V, f in Hz) oder

4. —wie in der englischen Fachliteratur tiblich — sind Achsenbe-
zeichnungen wie U (V) oder f (Hz) moglich. In keinem Fall
diirfen eckige Klammern verwendet werden. Auch hier gilt: das
Symbol ist kursiv, die Einheit aber gerade zu setzen.






4
Kommentierter Musterversuchsbericht

Der folgende Versuchsbericht ist ein Muster zur Orientierung. Der
Versuchsbericht wird oft auch als Versuchsprotokoll bezeichnet. Dabei
ist jedoch — im Gegensatz zum Messprotokoll — ein Ergebnisprotokoll
in Form eines Berichts gemeint. Der Musterversuchsbericht betrifft
einen gedanklich leicht nachvollziehbaren Praktikumsversuch und
soll Ihnen zeigen, wie der Versuchsbericht strukturiert, wie ein Ergeb-
nis mit seinen Messunsicherheiten ermittelt und dargestellt wird und
welches Gewicht die einzelnen Abschnitte in etwa haben sollen. Dabei
ist es vollig egal, ob ein Bericht handschriftlich mit grafischen Darstel-
lungen auf Millimeterpapier oder in irgendeiner anderen Form, z. B.
der gesamte Bericht oder nur die Grafiken mit dem PC, angefertigt
wird. Der Inhalt entscheidet tiber den Wert eines Versuchsberichtes.
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* Der Name des/r Verfassers/in
ist deutlich, z. B. durch Unter-
streichen, zu kennzeichnen.

2 Die Zielstellung sollte nicht mehr als
50 bis 70 Worter enthalten und sollte
in der dritten Person und vorzugs-
weise im Passiv formuliert werden.
Sie sollte keine Fiillworter, Wieder-
holungen und Trivialititen enthalten.

3 Beim theoretischen Hintergrund
sollte der zu untersuchende phy-
sikalische Zusammenhang formel-
maBig dargestellt werden. Dabei
sind alle Symbole zu erkldren. Auf
langere Herleitungen sollte ver-
zichtet und auf die Literatur (mit
Quellenangabe) verwiesen werden.

4 Achten Sie darauf, alle Variablen
kursiv, bezeichnende Indizes gerade
und Mafieinheiten ebenfalls gera-
de zu setzen (weitere Hinweise sie-
he: Abschn. 3.4 Mikrotypographie)

5 Die Versuchsdurchfithrung sollte
eine eigene Skizze des Versuchsauf-
baus enthalten. Diese Skizze darf z. B.
auch mit Bleistift gezeichnet werden.
Die Ubernahme (Copy/Paste) aus
der Versuchsanleitung ist nicht er-
wiinscht und nur in Ausnahmefillen
bei duflerst komplizierten Appara-
turen unter Angabe der Quelle und
mit Genehmigung der Urheber ge-
stattet. Verzichten Sie unbedingt auf
Fotos der Apparatur in Threm Bericht.

Bestimmung der Fallbeschleunigung aus Weg-Zeit-
Messungen einer fallenden Kugel

Name des/r Verfassers/in, Name des/r Partners/in, Datum der Ver-

suchsdurchfithrung® aktuelles Datum

Zielstellung

Aus Weg-Zeit-Messungen an einer fallenden Kugel soll die Fallbe-
schleunigung bestimmt werden. Dabei werden Messungen bei ver-
schiedenen Fallhohen und ein Geradenausgleich zur g-Bestimmung
durchgefiihrt. Bei zwei Fallhohen wird wiederholend gemessen, um
die statistischen Unsicherheiten dieses Verfahrens zu ermitteln.?

Theoretischer Hintergrund

Aus dem Weg/Zeit Gesetz s = (a/2)t? + vyt + sg ergibt sich fiir eine
frei fallende Kugel (4 = g) mit der Anfangsgeschwindigkeit vy =0
und dem Anfangsweg sy = hy, die die Hohendifferenz h = hy — hy
durchfillt, folgende Formel fiir die Fallbeschleunigung3

g=2t0 ), 1)

die auch als Messvorschrift fiir den Versuch gilt. Fiir zwei moglichst
unterschiedliche Fallhohen werden die Fallzeiten wiederholend ge-
messen und die entsprechenden statistische Standardabweichung
ermittelt. Daraus wird jeweils die Fallbeschleunigung g bestimmt. Fiir
weitere mindestens drei Fallhohen werden die Fallzeiten in Einzel-
messungen gemessen. Die Fallbeschleunigung ¢ soll unter Berticksich-
tigung aller gemessenen Fallzeiten aus dem Anstieg der linearisierten
Darstellung ho — hy = § t?, der eine grafische Mittelung iiber mindes-
tens fiinf Messungen mit unterschiedlichen Genauigkeiten darstellt,
ermittelt werden. Die Unsicherheiten der einzelnen Verfahren sind zu
vergleichen.4

Versuchsdurchfiihrung

Ein Schema des verwendeten Messaufbaus ist in der Abbildung 1
gezeigt. Die Langenmessung erfolgte mit einem Holzmafsstab, die
Zeitmessung mit einer elektrischen Stoppuhr. Die Kugel wurde durch
einen Elektromagneten in der Hohe /g gehalten. Der Spulenkern des
Magneten bestand aus zwei Teilen, die durch die Kugel elektrisch
verbunden wurden. Erst wenn die Kugel sich vom Kern loste, star-
tete die elektrische Uhr. Damit wurden Messabweichungen, bedingt
durch die Remanenz des Eisenkerns, ausgeschlossen. In der Hohe hy
war eine Klappe angebracht, die den Stoppimpuls fiir die Stoppuhr
ausloste.’
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E-Magnet

Kugel

MaRstab

= -0 Q

T / T \
Start Stop

Abbildung 1: Schematischer Versuchsaufbau der Fallmaschine mit elektrischer Stopp-
uhr, Elektromagnet mit Schalter, Schaltklappe, Lineal und Kugel

Ergebnisse und Diskussion

Messung der Fallzeiten®

Fur die grofite und kleinste Fallhohe wurden wiederholende Mes-
sungen (jeweils 10-fach) durchgefiihrt, um die wahrscheinlichsten
Fallzeiten mit ihren statistischen Messunsicherheiten zu ermitteln.
Die tabellierten Messwerte und die Summe der quadratischen Ab-
weichungen sowie die Berechnung der Standardabweichungen und
der Vertrauensbereiche finden sich im Messprotokoll. Es ergaben sich
folgende Fallzeiten:

Fallhohe 25 cm: Fallzeit: F+35 = (0,226 +0,001) s

Fallhéhe 8o cm: Fallzeit: F+35 = (0,404 +0,001)s.

Die Messung ist sehr genau, da die Vertrauensbereiche sehr klein
sind. Beide Vertrauensbereiche haben die gleiche Grofse. Damit wird
die relative Unsicherheit bei langeren Fallstrecken bzw. Fallzeiten
entsprechend kleiner.

Die Fallzeiten fiir drei weitere Fallhthen (35 cm, 50 cm, 65cm) wur-
den in Einzelmessungen ermittelt. Es war keine Abschitzung der
maximalen Unsicherheit notwendig, da fiir das verwendete Verfahren
die mittlere Unsicherheit der Einzelmessung (Standardabweichung)
statistisch ermittelt wurde. Als Unsicherheit At fiir die Einzelmessun-
gen kann die oben ermittelte Standardabweichung angegeben werden:
At = s = £0,003s.7

Die Zeitmessung war damit sehr genau. Die Fallzeiten fiir die-
se Fallhohen finden sich im Messprotokoll in einer Tabelle, in der
auch die Werte fiir t* und die dazu gehérenden Messunsicherheiten

Jede Abbildung ist zu nummerieren
und mit einer aussagekraftigen und
selbsterklarenden Bildunterschrift zu
versehen.

¢ Ab , Versuchsdurchfiihrung” und
insbesondere bei ,Ergebnisse und
Diskussion” sollte als dominierende
einheitliche Zeitform die Vergangen-
heit gewdhlt werden. Vermeiden Sie
im Bericht die ,ich”- oder , wir”“-Form
und bevorzugen Sie die dritte Person
und das Passiv. Schreiben Sie einen
strukturierten Ergebnisbericht und
bitte keinen chronologischen Bericht
tiber Thre Tatigkeiten.

7 In Kapitel 8 (Abschn. 8.1 ab Seite 63)
wird verabredet, dass die maximale
Unsicherheit einer Messgrofie x mit Ax
bezeichnet wird.



26 SEBALD, RUCKMANN, GLUGE UND WINDZIO

8 Die Berechnung der Unsicherheiten
muss fiir den Leser nachvollziehbar
sein. Die Formel sollte im Bericht ange-
geben werden. Ebenso muss nachvoll-
ziehbar sein, welche Werte eingesetzt
wurden. Es reicht aus, die Berech-
nung (Einsetzen der Werte) fiir einen
Fall beispielhaft zu demonstrieren.

+A(t?) = 2t At, berechnet wurden.

Fallstreckenmessung

Da die Fallhohe zwischen der Unterkante der hangenden Kugel
und der Schaltklappe gemessen bzw. eingestellt werden musste, ist
mit dem Holzmafistab nur eine Ablesegenauigkeit von +5mm reali-
sierbar. Da sich die Fallhohe stets aus der Differenz zweier Langen-
messungen ergab, folgte als maximale Unsicherheit fiir die Bestim-
mung der Fallhohen Al = £10mm. Daraus ergaben sich z. B. fiir die
kleinste und grofite Fallhohe folgende Messwerte:

Iy = (250 + 10) mm
hy = (800 £+ 10) mm

Bestimmung der Fallbeschleunigung g aus den statistischen Messun-
gen fiir die kleinste und die grofite Fallhohe

Aus der Messvorschrift (Formel (1)) konnte nun g als indirekte
Messgrofie berechnet werden. Die Unsicherheit von ¢ wurde mittels
der kombinierten Unsicherheit berechnet. Da dort sowohl die maxi-
male Unsicherheit Ak als auch die statistisch ermittelte Unsicherheit
(Vertrauensbereich) 5; eingehen, wurde eine lineare Addition verwen-
det (Berechnung aus den maximalen Unsicherheiten nach den Regeln
fiir die kombinierte Unsicherheit):

4 |% 98
Ag = i{ hAh‘ + ’atst

og  4h,
0 43

.0g 2
},wobe1ah—t2un o —ft—,jlst.

ag == { b

Einsetzen liefert fiir die Fallstrecke von 25 cm Lange:

Ag—j:{

+ (0395 +0,09 ) = £048 7
S S S

Damit wird ) "

2 -2
_Z 1.10
0,051 52 m‘ + ’

4-0,25m

_20Aom g g3
1154-10 55 S

}

Einsetzen liefert fiir die Fallstrecke von 80 cm Lange:3

2
0,163252

4-0,8m

_ 2 00m 4 93
6598 - 10552 s

}

1-102m‘ +‘

Ag::t{

m m m
- 4 (0,12 5 H005 S—z) =017

Ermittelte Fallbeschleunigungen:

- Messung bei 25 cm Fallstrecke ergab: ¢ = (9,79 £048) 3
- Messung bei 80 cm Fallstrecke ergab: ¢ = (9,80 +0,17) 3
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Die ermittelten Fallbeschleunigungen stimmen im Rahmen ihrer
Unsicherheiten mit dem bekannten Literaturwert [1]9 iiberein. Bei
der groieren Fallhohe ergab sich wie erwartet eine geringere Unsi-
cherheit, da die recht grofie Unsicherheit bei der Bestimmung der
Fallhohe mit wachsender Hohe eine geringere Rolle spielt.'®

Bestimmung der Fallbeschleunigung ¢ unter Einbeziehung aller Fall-
hohen und grafischer Mittelung™

Die linearisierte Darstellung #? iiber der Fallhohe hg — hy, ist in
Abb. 2 gezeigt. Die grafische Darstellung der Messunsicherheiten
fiir die Quadrate der Fallzeiten sind bei der kleinsten und grofsten
Fallhohe deutlich kleiner, da sie aus den Vertrauensbereichen 3; ge-
maf der kombinierten Unsicherheit zu £2¢ 5; berechnet wurden. Fiir
die Berechnung der Unsicherheiten fiir die Quadrate der Fallzeiten
der anderen Fallhohen (Einzelmessungen) musste die Standardab-
weichung s; (mittlere Unsicherheit der Einzelmessung) verwendet
werden. In Abb. 2 wurde neben den Messpunkten mit Angabe der
Unsicherheit' eine Ausgleichsgerade eingezeichnet, die iiber eine
lineare Anpassung mittels DIADEM ermittelt wurde.”> Der rechneri-
sche Geradenausgleich lieferte einen Anstieg von'4

m
m = (4,90 £ 0,07) 2
Aus dem doppelten Anstieg ergab sich eine Fallbeschleunigung von

m
=(980£0,14) = .
§=( ) 2

80
604 b
£
G
£
= 40+ 1
m=(4,67+0,48) m/s?
20 b
0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18

£ins?

Abbildung 2: Darstellung der Fallhohe tiber dem Quadrat der Fallzeit. Die Gerade
wurde mit einer linearen Anpassung berechnet. Der doppelte Anstieg entspricht der
Fallbeschleunigung.

Das Ergebnis stimmt mit dem Literaturwert [1] {iberein. Ein Ver-
gleich mit den oben erhaltenen Werten zeigt, dass die Unsicherheit bei
Einbeziehung aller Fallhohen und grafischer Mittelung am geringsten
ist.

9 Referenzen werden in eckigen
Klammern in numerischer Reihenfolge
angegeben und am Ende des Berichtes
aufgelistet.

> Wichtig ist die Wertung der Ergebnis-
se!

" Mit Hilfe eines Geradenausgleichs
kann tiber alle Fallhohen gemittelt
werden, um ein genaueres Ergebnis zu
erhalten.

> Die Messpunkte mit Unsicherheiten
sind deutlich einzuzeichnen und
nicht einzeln zu verbinden! Ein
unterdriickter Nullpunkt gestattet es,
das Blatt fiir die Darstellung besser
auszunutzen.

3 Auch andere Programme, wie z. B.
IGOR, ORIGIN, oder auch ein nur rein
optischer Geradenausgleich mit dem
Lineal sind moglich. Bei Letzterem ist
zu beachten, dass die Ausgleichsge-
rade durch den Schwerpunkt gehen
muss und dass zwei zusétzliche Ge-
raden mit einem maximal und einem
minimal moglichem Anstieg einge-
zeichnet werden, um die maximale
Unsicherheit des Anstiegs abschétzen
zu konnen.

4 Beachten Sie, dass der Anstieg eine
Mafeinheit hat.
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> Das Messprotokoll ist wahrend des
Versuches handschriftlich und doku-
mentenecht (z. B. mit Kugelschreiber)
anzufertigen. Die Messdaten sind
vorzugsweise in Tabellenform zu pro-
tokollieren. Das Messprotokoll kann
bereits Tabellenspalten, die zur Aus-
wertung verwendet werden sollen,
aber auch Grafiken enthalten. Das
Messprotokoll muss von dem/r Tu-
tor/in abgezeichnet werden oder im
Falle eines mit dem Computer auf-
gezeichneten Messprotokolls noch
aus dem Praktikum an die E-Mail-
Adresse des/r Tutors/in gesendet
und somit dort hinterlegt werden.

Zusammenfassung

Die Fallbeschleunigung wurde aus Messungen der Fallzeiten einer
Kugel aus verschiedenen Hohen bestimmt. Es wurden sowohl wie-
derholende Messungen als auch Einzelmessungen durchgefiihrt. Die
Unsicherheit der ermittelten g-Werte wurde mafigeblich durch die
Messunsicherheit der Lingenmessung bestimmt. Mit langer werden-
der Fallstrecke wurde das Ergebnis genauer, da die maximale Un-
sicherheit der Langenmessung (hier doppelte Ableseungenauigkeit)
an Einfluss verliert. Alle gemessenen g-Werte stimmen im Rahmen

der Grenzen der Unsicherheit mit dem Literaturwert von g = 9,81 ?2
[1] tiberein. Ergebnisse mit geringeren Unsicherheiten wurden bei
wiederholter Messung bei langeren Fallstrecken (hier z. B. bei 8o cm)
sowie bei Verwendung aller fiinf Werte und der Durchfiithrung einer
grafischen Mittelung erhalten.

Dennoch fiel auf, dass bei allen Messungen der Literaturwert stets
am oberen Ende des Unsicherheitsbereich lag. Das ladsst eine syste-
matische Messabweichung vermuten. Ursache konnte eine generell zu
grofl bestimmte Zeit sein, die dadurch verursacht wurde, dass die
Kugel nicht beim Beriihren der Klappe den Stoppimpuls fiir die Uhr
ausloste, sondern erst wenn die Klappe um einige Grad aus ihrer
Ruhelage nach unten gedreht war.

Literatur

[1] Hrsg. Horst Stocker, Taschenbuch der Physik, Verlag Harry Deutsch,
2. Aufl, Frankfurt/Main 1994, Seite 87

Anlage: Originalmessprotokoll'>
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Messprotokoll

Versuch MO: Bestimmung der Fallbeschleunigung
aus Weg-Zeit-Messungen einer fallenden Kugel

Name 1, Name 2, Datum

Fallhohenmessung

Folgende Fallhthen wurden eingestellt: 25 cm, 35cm, 50cm, 65cm,
8ocm. Dazu musste der Abstand von der Unterseite der Kugel bis
zur Schaltklappe tiber eine Differenzmessung bestimmt werden. Aus
der Ablesegenauigkeit von 5 mm ergab sich die absolute Messunsi-
cherheit (maximale Unsicherheit) bei der Bestimmung der Fallhohe
zu Ah = £10mm.

Zeitmessungen bei unterschiedlichen Fallhihen'® 1 Vergessen Sie in den Tabellen keine
Mafeinheiten. Beachten Sie, dass
Fallhohe 25 cm (Mehrfachmessung)™” Variable und Zzhlindizes kursiv,
_ _ Mafleinheiten aber stets gerade zu
i ] t/s | (F-1-103/s| (F—1)2-107%/s* | setzen sind.
1 0,221 +5 25
7 Die Verwendung der wissenschaftli-
2 0,226 0 0 chen Notation, also die Verwendung
3 0,227 -1 1 von Zehnerpotenzen, macht Ihre
Berechnungen {ibersichtlicher.
4 0,224 +2 4
5 0,228 -2 4
6 0,229 -3 9
7 0,232 -6 36
8 0,228 -2 4
9 0,221 +5 25
10 0,224 +2 4
Mittelwert Yv; =0 Y (v;)? =112-1076s2
f=0,2260 s

Standardabweichung: s; = +3,3 - 10~3s Vertrauensbereich: 5; = +1-10"3s

Ergebnis: ¢ (25 cm) = (0,226 + 0,001) s18 8 Der Mittelwert darf eine Stelle ge-
nauer als die Messwerte angegeben
werden. Da wir keine Unsicherheit
von Unsicherheiten (also vom Ver-
trauensbereich) betrachten, ist beim
Vertrauensbereich eine sinnvolle Run-
dung notwendig. Eine noch mogliche
Angabe wire t = (0,2260 +0,0011) s
(Relative Unsicherheit +0,49 %). Da
bei der Grofe des ermittelten Vertrau-
ensbereiches die vierte Stelle nach
dem Komma jedoch nicht mehr signi-
fikant ist, entscheiden wir uns fiir die
Angabe t = (0,226 4 0,001) s. Durch
diese Rundung betragt die relative
Unsicherheit zwar nur noch +0,44 %.
Die Abrundung einer Angabe einer
Unsicherheit ist nicht sinnvoll. Man
wird hier auf +0,5 % aufrunden.
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Fallhohe 8o cm (Mehrfachmessung)

[0 ] t/s [ (F—1)-1073/s | (F—1)?-107°/s? |

1 0,404 +0,1 0,01

2 0,406 -1,9 3,61

3 0,407 -2,9 8,41

4 0,401 +3,1 9,61

5 0,400 +4,1 16,81

6 0,405 -0,9 0,81

7 0,405 -0,9 0,81

8 0,408 -39 15,21

9 0,400 +4,1 16,81

10 0,405 -0,9 0,81
Mittelwert Yv; =0 Y(v)? =
F=0,4041 s 72,9 107082

Standardabweichung: s; = +2,7 - 103 s Vertrauensbereich: 5; = +1-103s

9 Die fiir Einzelmessungen tiblicher-
weise durchzufiihrende Abschidtzung
der maximalen Unsicherheit kann

hier entfallen, da fiir dieses Verfahren
bereits eine Unsicherheit der Einzel-
messung, ndmlich die Standardabwei-
chung, ermittelt wurde. Diese aufwéan-
dige statistisch ermittelte Unsicherheit
der Einzelmessung ist nattirlich genau-
er und kleiner als ein nur abgeschétzte
maximale Unsicherheit (worst case).

* Der aus Einzel- und Kontroll-
messung gebildete Mittelwert

hat keine statistische Bedeutung.

Ergebnis: t (80 cm) = (0,404 +0,001) s

Fallhohen 35cm, 50 cm, 65 cm (Einzelmessungen mit Kontrollmessun-
gen)

Die Zeiten fiir diese Fallhchen wurden jeweils mit einer Messung #;
und einer Kontrollmessung t, bestimmt. Als maximale Unsicherheit
At kann hier die oben bereits fiir diese Methode ermittelte mittlere
Unsicherheit der Einzelmessung (Standardabweichung s;) verwendet
werden. Die fiir die grafische Darstellung erforderlichen Werte von
und deren Unsicherheiten A(t?) = 2t At wurden in den zusitzlichen
Spalten der Tabelle berechnet:"9

h/em | t1/s | to/s | /s | £At/s P2 /s? +A(P)/s? =
+2FAL/s?
35 | 0,265 | 0,270 | 0,268 | 0,003 | 71,55-1073 1,6-1073

50 | 0322 | 0,317 | 0,320 | 0,003 | 102,1-1073 1,9-1073

65 | 0,366 | 0,362 | 0,364 | 0,003 | 132,5-1073 2,2-1073

20

Unterschrift des/r Tutors/in




5
Physikalische Grifien und Einheiten

5.1 Grundlagen

Eine physikalische Grofle ist sowohl eine qualitative als auch eine
quantitative Aussage iiber ein messbares Merkmal eines physikali-
schen Objektes, z. B. eines Korpers (Lange), Zustands (Temperatur)
oder Vorgangs (Beschleunigung). Die Messung einer physikalischen
Grofse besteht in einem Vergleich der zu messenden Grofie mit einer
zuvor willkiirlich festgelegten Einheit und Ermittlung des Zahlen-
wertes, der angibt, wie oft die Einheit in der zu messenden Grofe
enthalten ist. Jede physikalische Grofle a2 kann deshalb dargestellt
werden als Produkt aus Zahlenwert und Einheit."

Der Zahlenwert ist abhingig von der Wahl der Einheit, die phy-
sikalische Grofle ist davon unabhingig (invariant). Bei der Messung
konnen nur gleichartige Eigenschaften miteinander verglichen wer-
den, d.h., die Lange eines Tisches kann nur mit einer Einheit der
gleichen Eigenschaft, also einer Langeneinheit, verglichen werden.

Im Prinzip gibt es in der Physik eine unbegrenzte Zahl von phy-
sikalischen Grofien. In der Mechanik beispielsweise: Weg s, Zeit t,
Geschwindigkeit v, Beschleunigung a, Kraft F, Impuls p, Energie
W..., zwischen diesen Grofien bestehen aber bestimmte mathemati-
sche Beziehungen, wie z.B. s = vt, W = Fs ... . Durch diese mathe-
matischen Beziehungen sind die verschiedenen Grofien nicht mehr
unabhingig voneinander. Wenn Weg s und Zeit ¢ festgelegt sind, dann
ist die Geschwindigkeit v durch die Gleichung v = % definierbar.
Man unterscheidet deshalb bei den physikalischen Grofsen eine kleine
Anzahl von Basisgrofien und eine unbegrenzte Anzahl von abgeleite-
ten Grofien, wobei letztere sich als Potenzprodukte der Basisgrofien
darstellen lassen. Man wahlt nur so viele Basisgrofien, wie zur eindeu-
tigen Beschreibung der Physik notwendig sind, wobei die Auswahl
nach Zweckmaéfigkeit und Anschaulichkeit erfolgen kann. Historisch
gab es Systeme mit einer unterschiedlichen Zahl von Basisgrofien,
aber von Bedeutung ist in Naturwissenschaft und Technik nur noch
das System folgender BasisgrofSen:

Linge, Zeit, Masse, elektrische Stromstiirke, Temperatur, Lichtstirke und
Stoffmenge.

* Physikal. Grofie =
Zahlenwert - Einheit

a={a}-a] (51)
Die eckigen Klammern bedeuten
hier: Die Einheit der Grofe a sei
[a], also z.B. [m] = kg. Es diirfen
niemals die Einheiten selbst in eckige
Klammern gesetzt werden, auch nicht
bei Achsenbezeichnungen.
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* Die Entwicklung der Industrialisie-
rung (Mechanisierung der Produktion
durch die Dampfmaschine) und des
Handels machten die Uberwindung
der Kleinstaaterei und die Schaffung
einheitlicher Mafisysteme erforderlich
(Deutscher Zollverein 1834). In der
franzosischen Nationalversammlung
wurde 1791 das Meter als einheitli-
ches Langenmaf vorgeschlagen und
definiert. Als Standard diente die
Erdkugel. Das Meter wurde als der
zehnmillionste Teil eines Viertels des
Erdumfangs definiert, der senkrecht
zum Aquator durch die Pole verlauft.
Als Kilogramm wurde die Masse eines
Kubikdezimeters von reinem (de-
stilliertem) Wasser definiert. Andere
Staaten schlossen sich erst 1875 der
internationalen Meterkonvention an.

Grundsitzlich kann fiir jede Grofe eine Einheit willkiirlich festgelegt
werden. Da jedoch die verschiedenen Groflen in mathematischen
Beziehungen verkniipft sind (z. B. Geschwindigkeit v = Weg s/Zeit t),
wiirden dann in diesen Beziehungen Zahlenfaktoren auftreten, die
von der Wahl der Einheiten abhidngen. Sind die Einheiten durch
Gleichungen verkniipft, in denen nur der Zahlenfaktor Eins auftritt
(z. B. 1Nm = 1 Ws), so nennt man diese Einheiten kohédrent; ist der
Zahlenfaktor ungleich Eins (z.B. 1h = 36005s), spricht man von
inkohédrenten Einheiten.

Um fiir alle physikalischen Groflen Einheiten angeben zu konnen,
miissen genau so viele Einheiten definiert werden, wie Basisgrofsen
notwendig sind; diese nennt man folgerichtig die Basiseinheiten. Aus
ihnen ergeben sich fiir die abgeleiteten physikalischen Grofsen die
abgeleiteten Einheiten als Potenzprodukte der Basiseinheiten. Da die
Wahl der Basisgrofien grundsatzlich willkiirlich ist, gilt dies auch
fir die Wahl der Basiseinheiten. Praktische Kriterien bestimmen die
Auswahl:?

¢ Unverdnderlichkeit, d. h., die Verkorperung der Basiseinheit sollte
sich moglichst nicht selbst verdndern oder durch duflere Einwir-
kung zerstorbar sein.

¢ Reproduzierbarkeit, d. h., unabhéngig von Ort und Zeit soll die
Basiseinheit darstellbar sein und dies unter moglichst einfachen
Bedingungen, wofiir sich insbesondere Naturkonstanten eignen.

¢ Definitionsgenauigkeit der Messanordnung, d.h., das Maximum
der technisch erreichten Messgenauigkeit bestimmten die Defi-
nition der Basiseinheit fiir lange Zeit. Da die Messgenauigkeit
standig verbessert wurde, leitete sich daraus oft das Erfordernis
einer verdnderten Definition einer Basiseinheit ab.

5.2 Internationales Einheitensystem (SI)

Auf der Grundlage der oben genannten sieben Basisgrofien wurde
1960 das Internationale Einheitensystem, abgekiirzt SI (Systéme In-
ternational d’Unites), international eingefiihrt; es ist ein kohdrentes
Einheitensystem. Durch die Entwicklung der Messtechnik bedingt,
gab es in der Zwischenzeit einige Veranderungen, z. B. wurde 1983
die Basiseinheit 1 Meter neu definiert.


http://www.bipm.org
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Seit 2019 werden die Basiseinheiten tiber physikalische Konstanten
definiert, die als exakt festgelegt wurden:

Name Zeichen Wert ‘ Einheit ‘
Hyperfeintibergangsfrequenz des Casiumatoms Avcs 9192631770 Hz
Lichtgeschwindigkeit c 2909792458 ms!
Planck-Konstante h 6,62607015 -10734 Js
Elementarladung e 1,602176634 -10~1° C
Boltzmann-Konstante k 1,380649 -10~23 JK!
Avogadro-Konstante Na 6,022140 76 -10%3 mol~!
Photometrisches Strahlungsdquivalent Keq 683 ImW~—!

Tabelle 5.1: Definierende Konstanten

Mit Hilfe dieser Naturkonstanten lassen sich die sieben Basisein-
heiten berechnen:

Basisgrofie Basiseinheit
Name Symbol Name Symbol Definition
Zeit t Sekunde s 1s = mi?]ﬂ
Cs
Lange l Meter m Im= m
. h _
Masse m Kilogramm kg 1kg = (W> m~?2s
o o -1
elektr. Stromstarke I Ampere A 1A= (m) s
Temperatur T Kelvin K 1K = (%) 10~ 2kgm? 52
Stoffmenge n Mol mol 1mol = 6,0221}4\]&
A
Lichtstarke Iy Candela cd led = (%) kgm?s3sr!

Tabelle 5.2: Basiseinheiten

Erganzende SI-Einheiten sind die zwei folgenden dimensionslosen
Grofen, definiert als das Verhiltnis zweier dimensionsglei-
cher Grofden. Sie sind aber keine reinen Zahlen, sondern
echte physikalische Grofien und erfordern deshalb einen
besonderen Namen:

1 Radiant (rad) ist der Winkel zwischen zwei Kreisradien, die aus
dem Kreis einen Bogen von der Linge des Radius aus-
schneiden.

1 Steradiant (sr) ist der Raumwinkel, den eine vom Mittelpunkt einer
Kugel vom Radius r ausgehende Strahlenschar bildet, die
auf der Kugeloberfliche die Fliche A = r? ausschneidet.
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Fiir einige abgeleitete Einheiten werden im SI separate Namen einge-
fuhrt (vgl. Tabelle 5.3), die neben den ihnen entsprechenden Potenz-
produkten verwendet werden.

Grofie Name der SI-Einheit | Kurzzeichen | Beziehung zu SI-Einheiten ‘
Frequenz Hertz Hz 1Hz=1/s
Kraft Newton N IN =1kg -m/s?
Druck Pascal Pa 1Pa = 1N/m?
Energie Joule ] 1J=1N-m
Leistung Watt W 1W=1]J/s
Elektrizititsmenge Coulomb C 1C=1A"s
Elektrische Spannung Volt A% 1V=1W/A
Elektrische Kapazitat Farad F 1F=1C/V
Elektrischer Widerstand Ohm Q 10=1V/A
Elektrischer Leitwert Siemens S 1S=1/0
Magnetischer Fluss Weber Wb 1Wb=1V-s
Magnetische Flussdichte Tesla T 1T = 1Wb/m?
Induktivitit Henry H 1H=1Wb/A
Lichtstrom Lumen Im 1lm=1cd-sr
Beleuchtungsstarke Lux Ix 1lx = 1lm/m?2

Tabelle 5.3: Abgeleite-
te Einheiten (Auswahl)

zimale Vielfache und Teile

Zur Kennzeichnung von dezimalen Vielfachen und Teilen der Ein-
heiten aus Tabelle 5.2 und 5.3 sind folgende Vorsdtze zu verwenden,
wobei Hekto, Deka, Dezi und Zenti nur noch benutzt werden sollen,
wo sie bereits tiblich sind. Fiir die Masseneinheit werden die Vorsétze
nur in Verbindung mit dem Gramm (g) bzw. der Tonne (t) gebraucht.

Tabelle 5.4: Vorsitze fiir de- Vorsatz | Zeichen ‘ Wert ‘ ‘ Vorsatz | Zeichen ‘ Wert ‘
Exa E 1018 Dezi d 1071
Peta P 10 Zenti c 1072
Tera T 1012 Milli m 1073
Giga G 10° Mikro n 107
Mega M 106 Nano n 107
Kilo k 103 Pico P 10~12
Hekto h 102 Femto f 10-15
Deka da 10 Atto a 10—18
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5.3 Sl-fremde Einheiten

Einige inkohérente Einheiten diirfen aus praktischen Griinden auch
weiterhin benutzt werden, teilweise uneingeschriankt, teilweise mit
ausschlieslicher Anwendung in Spezialgebieten. Die im naturwissenschaftlich-
technischen Bereich am hiufigsten benétigten Sl-fremden Einheiten

sind:
Grofle Name der Einheit Kurzzeichen Beziehung zu SI-Einheiten
Volumen Liter 1 11=10"3m?
Winkel Grad ° 1° = 7t/180rad
Minute ’ 1" = /60 -180rad
Sekunde ” 1" =7n/60-60-180rad
Zeit Minute min 1min = 60s
Stunde h 1h=3,6-10%s
Tag d 1d =8,64-10%s
Masse Tonne t 1t=10%kg
atomare Masseneinheit u 1u = 1,66053886(28) - 10~ kg
Energie Elektronenvolt Y 1eV = 1,60217653(14) - 107197

Tabelle 5.5: SI-fremde Einheiten
(Auswahl)






6
Messunsicherheiten

6.1 Problemstellung und Einteilung der Messunsicherheiten

Ziel jeder Messung ist es, den Wert einer physikalischen Grofie zu
ermitteln. Die mehrmalige Wiederholung einer Messung derselben
Grofie mit einem geniigend empfindlichen Messgerit liefert im Allge-
meinen unterschiedliche Messwerte x; (i = 1,...,n; n Zahl der Mess-
ungen), welche mehr oder weniger vom grundsitzlich unbekannten
wahren Wert abweichen. Aufgabe der Betrachtung der Messunsicher-
heit ist es, aus den streuenden Messwerten x; als beste Naherung
fiir den wahren Wert einen wahrscheinlichsten Wert ¥ zu bestimmen
und eine von den Messbedingungen abhingige Messunsicherheit u,
anzugeben." Das vollstindige Messergebnis lautet somit:

x=Xxu

Das Messergebnis kennzeichnet ein Intervall, innerhalb dessen
der wahre Wert mit einer kalkulierbaren (im Praktikum oft nur grob
abschitzbaren) Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf. Die Wie-
derholung von Messungen liefert im Allgemeinen unterschiedliche
Messergebnisse?, die durch verschiedene Quellen verursacht sein
konnen. Die moglichen Quellen werden im folgenden betrachtet.

Arten von Messunsicherheiten

Urspriinglich und auch noch umgangssprachlich in Gebrauch, wird
hdufig von Messfehlern gesprochen, wenn die Giite der Messung und
die Verlasslichkeit des gewonnenen Messwertes diskutiert wird. Die
Berechnung von Unsicherheiten eines indirekten Messwertes wurde
als Fehlerfortpflanzung bezeichnet und wird mittlerweile unter dem
Begriff der kombinierten (Mess-) Unsicherheit dargestellt.

Zur Vereinheitlichung der Analyse von Messunsicherheiten wird
vom Gesetzesgeber das Vorgehen nach einer ISO-Norm empfohlen
(ISO/IEC Guide 98-3:2008-09 mit der Abkiirzung ,,GUM” — Guide to
the Expression of Uncertainty in Measurements). Darauf basierend
erfolgt eine Klassifizierung der Messunsicherheiten.

Grobe Fehler Diese entstehen durch Irrtiimer beim Messen oder Notie-
ren der Werte, Nichtbeachten von groberen dufleren Storeinfliissen,
Versagen des Messgerites o0.4. Aufierdem konnen Fehler in der
Datenauswertung, der Durchfiihrung des Experimentes oder der

* Messunsicherheiten werden auch als
Messfehler bezeichnet.

2 Jedes Messergebnis, welches nicht
zugleich eine Aussage {iber die
Messunsicherheit beinhaltet, ist fiir die
Praxis sinnlos.
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verwendeten Theorie vorliegen. Sie Art der Fehler sind grundsatz-
lich vermeidbar bzw. zu vermeiden und werden deshalb hier nicht
weiter diskutiert.

Systematische (Mess-)abweichungen Diese konnen ihre Ursache im Mess-
gerdt, im Messverfahren oder im Beobachter haben. Sie sind repro-
duzierbar in Vorzeichen und Betrag und kénnen durch Vergleich
mit einem Referenzwert entdeckt und korrigiert werden. Beispiele
sind Kalibrierfehler der Messgerite (Skalen, Massestiicke), Verdn-
derungen durch duflere Einfliisse (Temperatur, Luftdruck) oder
Beobachtungsfehler (Nichtbeachtung der Parallaxe beim Ablesen
von Skalen).

Messunsicherheiten Eine Messung ohne Messunsicherheit ist nicht
moglich, wobei diese Unsicherheit nicht bekannt ist. Sie kann nur
als Abweichung des Messwertes vom wahren Wert abgeschitzt
werden.

Messung mit Typ-A Unsicherheit: darunter fallen alle statistischen
Messmethoden, bei der eine Messung héufiger als sechsmal
wiederholt wird. Diese Unsicherheit beschreibt die Prazision der
Messung und wird mit mathematischen Modellen, basierend
auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen, berechnet.

Messung mit Typ-B Unsicherheit: darunter fallen alle nicht statisti-
schen Messmethoden, wie die einmalige (bis sechsfache) Mes-
sung einer Grofle. Es werden aber auch Kalibrierungs-, Linearitats-
, Digitalisierungs-, Skalen- und Ableseunsicherheiten in diese
Kategorie eingeteilt. Diese Unsicherheit beschreibt die Richtig-
keit einer Messung.

Beide Arten von Messunsicherheiten sind immer die Standardabwei-
chung einer Verteilungsfunktion. Bei Messunsicherheiten des Typs
A ist bekannt, dass sie am h&ufigsten einer Gaufs- oder Normal-
verteilung entsprechen. Messunsicherheiten des Typs B sind nicht
zwangsldufig normalverteilt. Diese konnen z. B. einer Rechteck- bzw.
Gleichverteilung (bei digitalen Messgerdten) oder einer Dreiecksvertei-
lung (analoge Messgerite) entsprechen. Fiir Angaben des Herstellers
bzgl. der Unsicherheiten, darf eine Normalverteilung angenommen
werden, wobei wegen der Vergleichbarkeit bekannt sein muss, auf
welche statistische Sicherheit sich dieser Wert bezieht. Im Rahmen des
Grundpraktikums diirfen Sie jede nachvollziehbar und verniinftige Messun-
sicherheit mit einer Normalverteilung annehmen.

In den folgenden Abschnitten werden zundchst fiir eine direkt
gemessene Grofie die Bestimmung der systematischen Unsicherheit
(Abschn. 6.2) und die systematische Messabweichung(Abschn. 6.3)
behandelt. In Kapitel 7 werden die Ermittlung der zufélligen Unsi-
cherheit (Abschn. 7.2) und die Ermittlung des vollstdndigen Messer-
gebnisses (Abschn. 7.3) diskutiert. In Kapitel 8 wird die kombinierte
Unsicherheit behandelt, das ist die Auswirkung der Messunsicherhei-
ten mehrerer Gréflen auf ein indirekt zu ermittelndes Endergebnis.
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Weitere Probleme der kombinierten Unsicherheit werden in Kapitel 9
besprochen. Eine Zusammenfassung findet sich in Kapitel 11.

6.2 Systematische Messabweichungen

Systematische (Mess)-abweichungen kénnen sehr unterschiedliche
Ursachen haben und sind immer in einer bestimmten Richtung und
Grofie wirksam. Wichtig ist die Unterscheidung zwischen korrigier-
baren systematischen Messabweichungen und systematischen Mess-
abweichungen die vom Hersteller fiir das jeweilige Gerit angegeben
werden.

Korrektur systematischer Messabweichungen

Wenn die Messgrofien von erfassbaren dufieren Einfliissen abhingig
sind, die die Messgrofie beziiglich Richtung und Grofie definiert
verdndern, kann der Messwert korrigiert werden. Die Korrekturgrofie
ec muss durch eine spezielle Rechnung ermittelt werden.

Beispiele:

1. Fadenpendel: Die gemessene Periodendauer T eines Fadenpen-
dels ist abhéngig von der Schwingungsamplitude ¢, bei der die
Messung durchgefiihrt wird. Die Abhédngigkeit ist durch

_ 1.29¢ 9 . 49
T—TO(1+4sm2+64sm2+... (6.1)
gegeben, sodass aus den Messgrofien T und ¢ die Korrekturgrofie
ec und damit die Periodendauer Ty = 2m/I/g des idealisierten
mathematischen Pendels fiir eine Amplitude ¢ = 0 berechnet
werden kann (siehe Messbeispiel in Abschn. 7.3).

>
»

2. Wiarmeaustauschkorrektur:

Bei kalorimetrischen Messungen stort der Warmeaustausch mit der

Temperatur T

Umgebung. Aus dem gemessenen Temperaturverlauf ist der War-

AT

meaustausch mit der Umgebung abzulesen. Durch das Verfahren
der Warmeaustauschkorrektur wird der zeitlich ausgedehnte War-
meaustausch auf einen momentanen Warmeaustausch extrapoliert,

sodass der Warmeaustausch mit der Umgebung vernachlassigbar Y _pA -
e g g g ﬂ’ G

Schilderung des Verfahrens: In der Vorperiode, Ablesung jede Minute, Zeitt

erhdlt man den ansteigenden Kurvenabschnitt AB, weil die Tempe- Abbildung 6.1: Warmeaustauschkor-
ratur der Kalorimeterfliissigkeit unter der Umgebungstemperatur rektur
T liegt. In der Hauptperiode mit Warmezufuhr (BE) ist ein schnell
aufeinanderfolgendes Ablesen nétig. Mit Beendigung der Warme-
zufuhr (Durchlaufen des Maximums!) beginnt die Nachperiode mit
dem abfallenden Kurvenabschnitt EF, weil jetzt die Temperatur der
Kalorimeterfliissigkeit tiber der Umgebungstemperatur T liegt. Die
Ablesung erfolgt wieder jede Minute. Die Extrapolation der gerad-
linigen Kurvenabschnitte AB und EF gestattet, die Senkrechte CD
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3 AuRere EinflussgroBen aber auch
Messverfahren kénnen zu systema-
tischen Messabweichungen fiihren.

so zu legen, dass rechts und links die gleichgrofien, schraffierten
Flachen entstehen. Die Senkrechte CD gibt die korrigierte Tempe-
raturdifferenz an, d.h. die Extrapolation des zeitlich ausgedehnten
Wairmeaustauschprozesses auf eine momentane Warmeaufnahme.
Im momentanen Warmeaustausch aber sind die Warmeverluste
durch eine abweichende Umgebungstemperatur vernachlassigbar.

Ein allgemeines Verfahren fiir solche Korrekturrechnungen lasst sich

nicht angeben, deshalb werden konkrete Hinweise nur bei den jewei-

ligen Praktikumsversuchen gegeben. Hat man fiir ein Messverfahren

die Korrekturgrofie e ermittelt, erhdlt man den korrigierten Messwert
Xc=X+ec

Abschiitzung systematischer Abweichungen (Einflussgrofsen)

AuBere Einflussgroflen (Temperatur, Storfelder u.a.) konnen aber
auch das Messergebnis beeinflussen, ohne dass eine strenge Korrek-
turrechnung moglich ist.

Beispiele:

1. Widerstandsbestimmungen aus Strom- und Spannungs-Messungen
sind meist mit der Entstehung von Warme im Leiter verbunden
(Joulesche Warme), und oft verdandert sich dadurch der spezifische
Widerstand. Die Richtung der Verdanderung kann abgeschitzt wer-
den, wenn das Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten bekannt
ist.

2. Durchmesserbestimmung eines Gummischlauches mit Hilfe eines
Messschiebers: Eine zu grofie Druckkraft kann eine Deformation
des Gummischlauches verursachen.

Systematische Abweichungen kénnen auch durch das Messverfah-
ren bedingt sein. So fiihrt die Widerstandsbestimmung aus Strom-
und Spannungsmessung sowohl bei stromrichtiger als auch bei span-
nungsrichtiger Messung zu systematischen Messabweichungen, die
aber bei Kenntnis der Innenwiderstdnde der Messgerdte abschitzbar
und korrigierbar sind.

Wenn auch die Wirkung der dufieren Einflussgrofien auf die Mes-
sung oft nicht rechnerisch genau erfasst werden kann, so ist es den-
noch fiir die Diskussion der Giite der Messung oft moglich, den
maximalen Einfluss dieser Wirkung abzuschitzen und die Richtung
anzugeben.3

Prinzip der Maximalisierung: Mit einer Prazisionseinrichtung wird
ein Kupferstab der Lange Iy = (355,62 + 0,03) cm gemessen, also mit
einer Genauigkeit von 3/35562 ~ 8 - 10~° . Wahrend der Messung
variierte die Zimmertemperatur zwischen 18 und 23 °C. Beeinflusst
die Langenausdehnung durch die Temperaturdnderung eventuell die
Messunsicherheit dieser Messung? Mit dem linearen Ausdehnungs-
koeffizienten acy, = 1,68 - 107°K~! und einer Temperaturdifferenz
At = 5K folgt:
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I/lp=1+aAt=1+168-10"°-5~1+8-107°

Der Einfluss der Temperaturdnderung ist also von gleicher Grofien-
ordnung wie die angegebene Messunsicherheit, so dass man folgern
konnte, dass allein die Temperaturdnderung die Messunsicherheit
bedingt.

Umkehrung der Maximalisierung: Im Praktikum ist es oft so, dass bei
der Diskussion der Giite des Messergebnisses nicht klar ist, inwieweit
duflere Einflussgroflen zu berticksichtigen sind. Dann kann es hilfreich
sein, das Verfahren der Maximalisierung umzukehren. Das Ergebnis
der Langenmessung eines Kupferstabes mit einer Mikrometerschrau-
be sei (52,24 +0,01) mm. Wie grofs muss die Temperaturschwankung
sein, wenn die Unsicherheit durch thermische Langenanderung ver-
ursacht wére? Fir die Temperaturdifferenz At folgt:

_llflo_ 0,01 mm
Ca Iy 1,68-10°K-1-5224mm

Eine derartige Temperaturdanderung wahrend der Versuchsdurchfiih-

At =11K

rung ist recht unwahrscheinlich.

6.3 Messabweichungen der Geriite

Fiir den Gebrauch im Praktikum ist es nicht méglich und auch nicht
notig, immer die empfindlichsten Messgerite zu benutzen. Aber die
Genauigkeit der benutzten Messgerdte muss bekannt sein. Sind die
Gerdéte falsch kalibriert, tiberschreitet die Ermittlung dieser Abwei-
chung den Rahmen des Praktikums. Uberpriifen kann man aber die
,innere Konsistenz” von Messgeréaten.

Beispiele:

¢ Ungleichmifige Teilung einer Messskale nachweisen, indem man
unterschiedliche Messergebnisse erhilt je nach dem verwendeten
Teilstiick der Skale. Man muss nicht immer mit der Messung am
Nullpunkt der Skale beginnen.

® Satz von Massennormalen wird getestet durch eine unterschiedli-
che Kombination der Massennormale 50 g = (20+10+10+5+5) g.

¢ Dekadenwiderstinde werden durch unterschiedliche Kombination
uberpriift.

Notwendig ist es, sich bei jedem verwendeten Messgerit iiber die vom
Hersteller zu garantierende Genauigkeit Klarheit zu verschaffen. Im
Rahmen der DIN-Vorschriften sind fiir Waagen, Langenmessgerite,
Thermometer, elektrische Messgerdte usw. diese Garantiefehlergren-

zen festgelegt. Sie heifSen systematische Restabweichung es.#4 Fiir die 4 Die systematische Restabweichung
es ist der Anteil der systematischen

. . . . Abweichung an der Messunsicherheit
abweichungen im folgenden Abschnitt zusammengestellt. Bei kom- u.

wichtigsten Messgerite des Praktikums sind die systematischen Rest-

plizierteren Messgeraten sind die systematischen Restabweichungen
meist nur mit Hilfe der Gebrauchsanweisung zu ermitteln.
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Tabelle systematischer Restabweichungen (Auswahl)

1. Langenmessmittel
I =gemessene Lange, Al =Betrag des Teilungsfehlers

Biiromafstab Al =200pm+1-1073]

Stahlmafistab Al =50pm+5-107°1

Messschieber Al =50pm+1-10%4
Biigelmessschraube | Al =5um+1-107°]

2. Volumenmessmittel
Pipetten, nicht eichfahig: Vy=Nennvolumen, V= gemessenes Volu-
men, AV= Unsicherheit in ml.

15N ‘ 1ml ‘ 2ml ‘ 5ml ‘1oml‘

V<05VN | 0,008 | 0,012 | 0,025 | 0,05

V>05VN | 0012 | 0,025 | 0,05 0,08

Messzylinder, nicht eichfahig: V= Nenninhalt

’ Vn/ml ‘ 10 ‘ 50 ‘ 100 ‘ 250 ‘ 500 ‘ 1000 ‘

’AV/ml‘o,1‘o,5‘1,o‘ 2 ‘ 5 ‘ 10 ‘

3. Zeitmessmittel
Stoppuhren, analog: t= Messzeit, At= Betrag der Messunsicherheit

’ Zeigerumlauf ‘ 30s ‘ 60s ‘
| At | 025+5-107% [ 045+5-10~% |

4. Temperaturmessmittel
Laborthermometer im Bereich - 5 ... 60°C, AT= Genauigkeit lt.
Hersteller

’ Skaleneinteilung / K ‘ 1 ‘ 0,5 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘

| AT/K [07 0505015 ]

Kalibrierthermometer: AT = 0,02K

5. Massenmessmittel
Feingewichtsstiicke: Am= Genauigkeit

’ Nennmasse ‘ 5008 ‘ 2008 ‘ 100g ‘ 508 ‘ 208 ‘ 10g/5¢g ‘ 2g/1g ‘
’ Am/mg \ 3 \ 1,5 \ 0,75 \ 0,45 \ 0,30 \ 0,23 \ 0,15 ‘

’ Nennmasse ‘ 500 - 100 Mg ‘ 50 -20mg ‘ 10 - 0,5mg ‘

’ Am/mg ‘ 0,075 ‘ 0,045 ‘ 0,030 ‘

Feinwaagen: Gleicharmige Balkenwaagen mit Einspielungslage,
E = Empfindlichkeit, m = gemessene Masse. Die grofite der drei
nachstehend erkldrten Groen A;m ist die Genauigkeit Am.

Fiir alle Belastungen | Aj;m = 1Skt./E
0...1kg | Aym=2-10"3g

0 ... 100g 2-105m

m 100 ... 200g | Asm{2-1073g
200 ... 5000g 1-10°m
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6. Analoge Spannungs- bzw. Strommessgeréte
Eine Reihe von Symbolen im Skalenfeld (hier links unten) kenn-
zeichnen die Eigenschaften (von links nach rechts):

L0 (R) 60 (s) (1 Abbildung 6.2: Skale eines analogen
Messgerétes

* Art des Messwerks des Messgerites: Elektrodynamisch
e Stromart: Wechselstrom, Drei-Phasen-Wechselstrom

* Genauigkeitsklasse: 1,5

* Gebrauchslage: waagerecht

¢ Priifspannung: 2kV (Isolation des Messwerks gegeniiber dem
Gehduse des Messgerites)

¢ Nennfrequenzen werden nur angegeben, wenn sie aufserhalb
von 45 bis 65 Hz liegen.
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5> Die Ablesbarkeit der Genauigkeits-
klassen bei Analoginstrumenten be-
zieht sich stets auf den Endwert des
Messbereiches (Vollausschlag) und
entspricht damit der Kalibrierungs-
unsicherheit des Gerites bei Vollaus-
schlag. Hinzu kommen evtl. Lineari-
tatsunsicherheiten und natiirlich die
Ablesbarkeit, die sich aus den verfiig-
baren Teilstreichen der Skale ergibt.

¢ Auch oft als Digitfehler bezeichnet.

7 Beim Digitalinstrument bezieht sich
die Genauigkeitsklasse auf die pro-
zentualen Abweichungen vom Mess-
wert. Hinzu kommen in jedem Fall
die Quantisierungsabweichungen.

¢ Die Ablesbarkeit> der Messgerite ist ableitbar aus der auf dem
Skalentrdger angegebenen Genauigkeitsklasse des Messgeriites,
z.B. 0,1, 0,2, 0,5, 1,0, 1,5, 2,5 bzw. 5. Sie gibt die Ablesbarkeit in
Prozenten vom Endwert des Messbereiches unter Normalbedin-
gungen an. Normalbedingungen sind: Gebrauchslage bei 20 °C,
keine magnetischen Fremdfelder, Einhalten der Nennfrequenz
und nahezu sinusférmiger Stromverlauf bei Wechselstromgera-
ten.

Um die relative Unsicherheit bei der Messung klein zu halten,
empfiehlt es sich, den Messbereich so zu wéhlen, dass moglichst
im oberen Drittel des Messbereiches abgelesen wird.

Beispiel: Ein Messgerat der Genauigkeitsklasse 0,5 und mit dem
Messbereich 250 mA hat eine Ablesbarkeit von 1,25 mA. Bei einem
Ausschlag von 25 mA entspricht dies einer relativen Unsicherheit
von 5 %, bei einem Ausschlag von 50 mA einer relativen Unsicher-
heit von 2,5 %.

. Dekadenwiderstiande

R eingeschalteter Widerstand, AR Ungenauigkeit des eingestellten
Wertes
R/Q AR
00...01 | 0,02Q2+0,01R
01...10 | 0,022+ 0,001R
tiber 10 | 0,022 + 0,0003R

. Digitale Messgerite

Bei Digitalgerdten muss das analoge Signal zuerst digitalisiert
werden. Die systematische Abweichung wird sowohl durch die
Digitalisierung als auch durch die elektronischen Bauelemente
beeinflusst. In der Abb. 6.3 wird die ideale Kennlinie eines 8-Bit
A/D-Wandlers gezeigt. Es ist offensichtlich, dass durch die end-
liche Breite der Stufen Quantisierungsabweichungen auftreten.®
Diese sind die Schwankungsbreite der letzten Stelle und betragen
theoretisch £(1/2) LSB. LSB ist die Abkiirzung fiir ,last significant
bit” und bezeichnet die kleinste darstellbare Stufe.

Da die Kennlinie nie ideal ist, kommen weitere Unsicherheiten
des Messwertes hinzu, wie z.B. Nullpunktsabweichungen und
Empfindlichkeitsabweichungen durch eine nichtlineare (verboge-
ne) Kennlinie. Im Datenblatt oder auf dem Instrument werden
neben der Quantisierungsabweichung in LSB auch die Genau-
igkeitsklassen der einzelnen Messbereiche angegeben, die meist
unterschiedlich sind. Diese Genauigkeitsklassen geben hier — im
Gegensatz zum Analoginstrument — die Abweichungen in Prozent
vom Messwert an.”

Die Ablesbarkeit eines mit dem Digitalinstrument gemessenen Wer-
tes ergibt sich daher stets aus der Summe beider Unsicherheiten:
die in den absoluten Wert umgerechnete prozentuale Unsicherheit
vom Messwert plus Quantisierungsabweichung. Im oberen Teil ei-
nes Messbereiches dominiert meist die ,prozentuale Unsicherheit”
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und im unteren Teil eines Messbereiches oft die Quatisierungsab-
weichung. Sind keine Angaben bekannt, so ist als Mindestunsicher-
heit & 1 LSB (£ Digit) anzunehmen.

Idealer Ubergang
111 |-

110 |~ /
/.

101 |~ Code-Weite = ‘ /-/
RN

100 |- .
/ Nominalwert

011 |~ /.
010 = //
001 - /
/.

o 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 Uget

digitaler Ausgang

000

Analoger Eingang ——

Beispiel: Es ist sofort nachvollziehbar, dass z.B. ein vierstelli-
ges Digitalinstrument im 20 V-Messbereich eine Auflosung von
1omV haben muss. Eine iibliche Angabe der Messunsicherheit
fir diesen Messbereich im Datenblatt ist z.B. 2,5% =+ 5 Digit.
Ein Ablesewert von U = 18,13V hat damit eine Unsicherheit
u=e =0025-18V+5-10mV = 450mV 4+ 50mV = 0,5V. Eine
sinnvolle Angabe des Messwertes ist dann U = (18,1 £0,5) V. Die
Quantisierungsabweichung spielt hier eine untergeordnete Rolle,
waire aber bei einem kleineren Ablesewert von z.B. 2,52V mit ent-
scheidend.

Digitalinstrumente haben den Vorteil, dass man den Zahlenwert
der Messgrofie sofort sieht und nicht eine Skale ablesen und dabei
meist noch interpolieren muss. Sie haben jedoch den Nachteil, dass
zeitliche Anderungen des Messwertes nicht so leicht zu verfolgen
sind. Zur Beobachtung von Anderungen sind viele Digitalinstru-
mente zusdtzlich mit einem so genannten , Bar-Graph” ausgestattet,
d. h. einem Balken, der eine quasi-analoge (also eine nicht echt ana-
loge) Anzeige gestattet. Weitere mogliche Funktionen sind die
Anzeige von Maximal- und Minimalwerten.

Die Bequemlichkeit der leichten Ablesbarkeit der Werte vom Digi-
talinstrument erkauft man sich also durch unbedingt notwendige
zusitzliche Uberlegungen, welche Stellenangaben tatséchlich noch
sinnvoll sind.

Abbildung 6.3: Ideale Kennlinie eines
8-Bit A/D-Wandlers
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6.4 Schreibweise von Messergebnissen

Ein wichtiger Punkt bei der Angabe von Messergebnissen und deren
Unsicherheit, ist die Angabe der gelten Ziffern (auch signifikante Stel-
len genannt), also Stellen der Zahl die tatsdchlich eine Aussagekraft
in Bezug auf die Messunsicherheiten haben. In der Praxis haben sich
einige Regeln etabliert.

Definition signifikante Stelle: Dies ist die Stelle, die nach Addition und
Subtraktion der Messunsicherheit sich mindestens um den Betrag
1 dndert. Dies ist die letzte signifikante Stelle, wobei alle Stellen
davor ebenfalls signifikant sind.

¢ Angabe der Unsicherheit des Ergebnisses mit zwei geltenden Zif-
fern

* Angabe des Messwertes mit so vielen Ziffern, dass die letzten Zif-
fern von Messwert und Messunsicherheit iibereinstimmt

-x = 4,621 mmitu(x) = 0,022m
—x =2,520mmitu(x) = 0,022m
—x = 2728,000 m mitu(x) = 0,022m

Bei Zwischenergebnissen lingerer Rechnungen ist es sinnvoll, min-
destens eine zusitzliche Ziffer mitzufiihren, als durch die Anzahl der
signifikanten Ziffern der Unsicherheit vorgegeben, um Rundungsab-
weichungen entgegenzuwirken.

Wichtig bei der Angabe der signifikanten Stellen der Unsicherheit
ist es, dass weder durch die Angabe zu vieler Stellen eine zu grofle
Genauigkeit vorgetduscht wird, noch durch die Angabe von zu weni-
gen Stellen eine grofiere Unsicherheit vorgeben wird, als tatsdchlich
vorliegt.

¢ Runden von Zahlen

- Wissenschaftliches Runden (DIN 1333)

+ Steht hinter der Rundungsstelle eine der Ziffern o bis 4, so
wird abgerundet, steht hinter der Rundungsstelle eine der
Ziffern 5 bis 9, so wird aufgerundet.

+ Soll eine Ergebniszahl mit einer Unsicherheit u gerundet wer-
den, so wird wie folgt vorgegangen: Von links beginnend ist
die erste von Null verschiedene Ziffer der Unsicherheit zu
suchen. Ist diese eine Ziffer zwischen 3 und 9, so ist sie die
Rundungsstelle. Wenn die erste von Null verschiedene Ziffer
eine 1 oder 2 ist, ist die Rundungsstelle rechts daneben. Die
Ergebniszahl und die Unsicherheit werden an der gleichen
Stelle gerundet. Die Ergebniszahl wird wie oben beschrieben
gerundet, die Unsicherheit wird immer aufgerundet.

Messwert 8,579617 | 8,579617

Beispiel: Unsicherheit 0,00383 | 0,00163
gerundeter Messwert 8,580 8,5796

gerundete Messunsicherheit 0,004 0,0017
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Es ist jedoch zu beachten, dass bei Typ-B Messwerten die Messunsi-
cherheit nicht kleiner als die Unsicherheit des Messgerates sein kann.
Bei Unsicherheiten des Typs A wird auf die zweite relevante Stelle
gerundet.

* Angabe von Unsicherheiten
Nach internationaler Norm (DIN EN ISO 80000-1:2013-08) wird
folgende Schreibweise empfohlen:
{x}({u(x)})[x] z.B. s = 7,584(34) m
Bei der Unsicherheit werden fithrende Nullen und das Dezimal-
trennzeichen nicht geschrieben. Die Wertigkeit der letzten Ziffer
vor der Klammer entspricht dabei der Wertigkeit der letzten Ziffer
in der Klammer.
s=17584m  u(s) =0,034m
Eine weit verbreitete, aber nicht durch GUM empfohlene Schreib-
weise (Begriindung: mogliche Verwechslung mit der Angabe von
Toleranzen) ist folgende:
s=17584m=+0,034m oder s=(7,584+0,034)m
Nicht zu verwendende Schreibweise:
s =7.854m=+3,4cm






7
Statistik bei wiederholten Messun-

gen (Typ-A Unsicherheit)

7.1 Grundbegriffe der Statistik

Bevor auf die statistische Auswertung der zufdlligen Unsicherhei-
ten einer mehrfach wiederholt gemessenen physikalischen Grofie
eingegangen wird, werden einige Grundbegriffe der Statistik erlau-
tert und die zufallsbedingten Eigenschaften (Merkmale) von grofien
Gruppen (Stichproben oder Grundgesamtheiten) untersucht. Auch
zuféllige Unsicherheiten sind Zufallsgrofien, daher lassen sich aus
der Statistik wichtige Folgerungen fiir die Berechnung der zufélligen
Messunsicherheit eines Messergebnisses ziehen (vgl. Abschn. 7.2).

Grundgesamtheit und Stichprobe

Die mathematische Statistik untersucht zufillige Ereignisse beziig-
lich eines (oder mehrerer) quantitativ erfassbaren Merkmals. Dazu
ordnet sie dem zufélligen Ereignis eine Zahl zu, die man Zufallsvaria-
ble nennt. Die Zufallsvariable kann auf diskrete Merkmalswerte be-
schrankt sein, beispielsweise auf die sechs Augenzahlen beim Wiirfel.
Sie kann aber auch stetige Merkmalswerte haben, beispielsweise die
Hohe der Bdume in einem Waldsttick. In der mathematischen Statistik
heifit die Gesamtheit aller moglichen Realisierungen des betrachteten
zufallsbedingten Merkmals die Grundgesamtheit, die aus endlich,
aber auch aus unendlich vielen Elementen bestehen kann. Bei allen
praktischen empirischen statistischen Untersuchungen ist man auf
eine Auswahl aus der Grundgesamtheit beschrédnkt, eine Stichprobe.
Diese umfasst immer nur eine endliche Anzahl von Realisierungen
x; (i = 1,..,n) eines messbaren, aber zufallsbedingten Merkmals.
Die einzelnen Realisierungen x; haben unterschiedliche Werte des
Merkmals, die nicht voraussagbar sind, jedoch lassen sich aus den
Kenngroflen der Stichprobe im Allgemeinen Schlussfolgerungen fiir
das Verhalten der Grundgesamtheit ziehen."

Aufgaben der Statistik: Aus der empirischen Verteilung der Merk-
malswerte einer Stichprobe soll die theoretische Verteilung der Grund-
gesamtheit abgeschatzt werden, d. h., die Parameter der theoretischen
Verteilung sind fiir eine optimale Anpassung der Stichprobenwer-

* Beispiele:

¢ Fiir eine Einzelperson ist die
Lebenserwartung ungewiss, aber
fiir die gesamte Bevolkerung eines
Landes ist die Lebenserwartung als
statistischer Mittelwert angebbar.

* Der Holzertrag der einzelnen
Baume in einem Wald ist unter-
schiedlich, aber nach Ermittlung
des Holzertrags einer Stichprobe
aus einem groferen Waldstiick ist
der Gesamtholzertrag berechenbar.
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X

Abbildung 7.1: Stichprobenwerte

hix)

Abbildung 7.2: Stabdiagramm

te zu berechnen. Weiterhin ist die Verdnderung der Verteilung der
Merkmalswerte bei Anderung von Nebenbedingungen zu beschrei-
ben (Parameterabhédngigkeit der Verteilung) oder eine Korrelation
zwischen verschiedenen Merkmalen gleicher Dinge oder zwischen
dem gleichen Merkmal verschiedener Dinge nachzuweisen.

Speziell auf die zufélligen Fehler von Messergebnissen angewandt
muss die Statistik zeigen, dass die Grundgesamtheit der zufilligen
Fehler eine spezielle theoretische Verteilung aufweist und ein Verfah-
ren angeben, mit dessen Hilfe aus der endlichen Anzahl von Messwer-
ten einer Stichprobe empirische Naherungswerte fiir die Messgrofie
und ihre Streuung ermittelt werden konnen.

Hiufigkeits- und Summenhiufigkeitsverteilung

Untersucht man eine Stichprobe vom Umfang n beziiglich des Merk-
mals x, dann erhélt man eine Tabelle der beobachteten Elemente x;
(,,Urliste der Elemente”); die Messwerte streuen in einem bestimmten
Bereich (Abb. 7.1).

Die Streuung der Merkmalswerte einer Stichprobe kann in einer
Héufigkeitsverteilung veranschaulicht werden. Kommt in einer Stich-
probe vom Umfang n der Merkmalswert x; gerade k-mal vor, dann
heifdt k (xj) die absolute und /1 (xj) =k (x]-) /n die relative Haufigkeit
dieses Merkmalswertes. Sind die Merkmalswerte diskret, ergibt die
grafische Darstellung ein Stabdiagramm (Abb. 7.2).

Klasseneinteilung: Ist die Zahl der diskreten Merkmalswerte sehr
grof3, sodass ein Stabdiagramm uniibersichtlich ist, wird eine Klassen-
einteilung der Merkmalswerte nach folgender Vorschrift vorgenom-
men:

* Der Bereich der moglichen Merkmalswerte wird in N gleichgrofie
Intervalle der Breite Ax eingeteilt, sogenannte Klassen.

* Die Mitte der Klasse wird durch eine méglichst einfache (ganze)
Zahl charakterisiert, die Klassenmitte x; (j = 1,..., N).

* Fiir jede Klasse x; wird die absolute Héufigkeit k (x;) der Merk-

malswerte im Intervall xj— % ..... xj+ % bestimmt.

¢ Die auf die Klassengrenzen entfallenden Merkmalswerte werden
je zur Halfte der rechten und der linken Klasse zugeordnet.

Es gibt keine allgemeingiiltige Vorschrift fiir die Wahl einer Klassen-
einteilung. Plausibel ist aber, dass sie nicht zu eng sein darf, weil
sonst wegen der geringen Haufigkeiten die Schwankungen zu grof3
werden. Aber sie darf auch nicht zu weit sein, sonst geht die in der
Verteilung der Merkmalswerte enthaltene Information verloren. Eine
sinnvolle Klassenzahl N und Klassenbreite Ax ist

1
N=5lgn und Ax~= N (Xmax — Xmin) , (7.1)

WO Xmax der grofite und xpin der kleinste Wert der Zufallsgréfle x und
n der Umfang der Stichprobe ist. In der Praxis ergibt dies zwischen
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10 bis 20 Klassen. Zur Darstellung der Haufigkeitsverteilung einer
Stichprobe mit Klasseneinteilung wird die absolute oder relative
Haufigkeit der Merkmalswerte in der Klasse x; als Funktion von x
aufgetragen. Man erhilt ein Histogramm (Abb. 7.3).

Beispiele:

* Verteilung der Baumgrofien in einem Waldschlag. Bei hinreichend
grofier Messgenauigkeit kommt jede Baumgrofie nur einmal vor.
Haben die Baume im Mittel eine Grole zwischen 3m und 5m,
wird man ein Klassenintervall von etwa 20cm (n = 100) wéahlen
und die Haufigkeit fiir jede Klasse bestimmen.

® Physikalische Groflen konnen haufig kontinuierlich verteilte Merk-
malswerte annehmen. Aber weil die Mess- und Ablesegenauigkeit
grundsétzlich begrenzt ist, nehmen die Messergebnisse nur dis-
krete Werte an. Es kommen deshalb Messergebnisse mit gleichem
Zahlenwert vor. Durch die Mess- und Ablesegenauigkeit ist damit
eine kleinste sinnvolle Klasseneinteilung vorgegeben; es wird aber
aus praktischen Griinden meist eine grofSere gewihlt.

Summenhéufigkeitsverteilung: Eine weitere Form der Veranschau-
lichung ist die Summenhaufigkeitsverteilung H (x;), die aus den
relativen Haufigkeiten h (x;) = k (x;) /n berechnet wird:

H (x]) = Z h(xk) . (7.2)

kaXj

Es ist fiir H (x) also die Summe iiber alle Haufigkeiten h (x) der Merk-
male x; < x zu bilden. Die Summenhdaufigkeit H (x) als Funktion
von x aufgetragen ergibt eine Treppenkurve (Abb. 7.4); die Werte
liegen zwischen 0 < H (x) < 1 aufgrund der Normierung der relati-
ven Héufigkeiten Y/ (xj) = 1. Ist H (x;) die Summenhaufigkeit fiir
das Merkmal x; und H (x7) die von x», so ist die Haufigkeit fiir die
Merkmale x zwischen x1 und x;:

H(x <x<xp)=H(xp)—H(x1) . (7.3)

Dies ist der Bruchteil P (x1, x2) der Beobachtungswerte der Stichprobe,
die in das Intervall x; < x < x, fallen. Damit ldsst sich voraussa-
gen, dass jeder weitere Beobachtungswert mit der Wahrscheinlichkeit
P (x1,x7) in diesem Intervall zu erwarten ist.

Kontinuierliche Merkmalswerte

Bei den bisherigen Uberlegungen zur Statistik wurde eine Stichprobe
mit endlich vielen Elementen und diskret verteilten Merkmalswerten
vorausgesetzt. Um sich von beiden Einschrankungen zu befreien, d. h.
von der Stichprobe zur Beschreibung der Grundgesamtheit und von
diskreten zu stetig verteilten Merkmalswerten iiberzugehen, muss
folgender Grenziibergang durchgefiihrt werden:

b hoo —

Abbildung 7.3: Histogramm

Ho) 4

Hix,)

H(x,)

X

Abbildung 7.4: Summenhéufigkeitsver-
teilung



52 SEBALD, RUCKMANN, GLUGE UND WINDZIO

ry ix] I
Ax

o

4 hix) —
AX

Al

Fs f(X)

AX

<y

ol

X

Abbildung 7.5: Wahrscheinlichkeits-
dichte

Umfang n— oo
Klassenzahl N — o
Klassenbreite A; — dx
Veranschaulichen kann man sich diesen Ubergang, wenn auf der
Ordinate die Haufigkeitsdichte & (xj) / Ax aufgetragen wird (Abb. 7.5)
und fiir N — oo schlief3lich aus dem Histogramm die kontinuierliche
Funktion f (x) entsteht. Da gleichzeitig der Umfang n — oo geht,
erfolgt der Ubergang von einer endlichen Stichprobe zur Grundge-
samtheit und f (x) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Verteilung
der Grundgesamtheit.

Parameter von Zufallsverteilungen

Die Charakterisierung von Zufallsgrofien durch Haufigkeits-, Summen-
hiufigkeits- oder Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen ist zwar sehr

anschaulich, aber fiir praktische Zwecke oft ungeeignet. Deshalb sucht

man nach einer kleinen Zahl geeigneter Parameter, mit denen die

Verteilung charakterisiert werden kann. Die wichtigsten Parameter

sind der Erwartungswert oder Mittelwert y und die Streuung oder

Varianz ¢2. Die positive Wurzel aus der Varianz heifit Standardabwei-
chung o; sie ist fiir Fehlerangaben geeigneter als die Varianz, weil sie

die gleiche Einheit wie das Messergebnis hat. Die Definition dieser

Groflen fiir die Grundgesamtheit erfolgt in nachstehender Weise:

Diskrete Zufallsgroflen x; mit ~ Stetige Zufallsgrofie x mit der
denrelativen Haufigkeiten 1(x;) Wahrscheinlichkeitsdichte f(x)

Mittelwert u= OZoj xih (x7) = / x f (x)dx (7-4)
i=1
Standardabweichung o= \/§ (xi — 1) b (x;) o= / (x — )% f(x)dx (7.5)
i=1

Fiir diese Parameter (Mittelwert, Varianz bzw. Standardabweichung)
von Zufallsgréflen kann man aus einer Stichprobe, d. h. einer endli-
chen Zahl von Elementen (z. B. aus einer endlichen Zahl von mehrfach
wiederholten Messungen einer physikalischen Grofie), die empiri-
schen Nadherungswerte ¥ bzw. s berechnen.

Empirische Stichprobe der Elemente Stichprobe der Klassen x; mit

Néherungen x; vom Umfang n den absoluten Haufigkeiten k(x;)

n 1 N
Mittelwert =1y x Ero Y xjk (x)) (7.6)

i=1 i=

]
Standardabweich = /Bt ~ |y (- 5%k
tandardabweichung s =\ = s& | = 21 (xj — %)k (xj) (7.7)
]:

Standardabweichung des Mittelwertes s= ﬁ (7.8)

(Vertrauensbereich)
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Zusammenfassend wird festgestellt, dass die mathematische Beschrei-
bung statistischer Vorgénge durch die Grundgesamtheit erfolgt, die
durch den Mittelwert y und die Standardabweichung ¢ und gegebe-
nenfalls weitere Parameter charakterisiert wird. Praktisch ist man aber
auf endliche Stichproben angewiesen, aus denen man den Mittelwert
% und die Standardabweichung s als empirische Naherungwerte fiir
und ¢ ermitteln kann, wobei mit wachsendem n die Naherung immer
besser erfiillt ist.

Fiir die Berechnung der Messunsicherheiten ergibt sich dann fol-
gende Schlussfolgerung;:

Wenn das Verteilungsgesetz der zufdlligen Messunsicherheiten
und -abweichungen bekannt ist, kann mit den empirischen Naherun-
gen ein Intervall angegeben werden, in dem mit einer bestimmten
statistischen Sicherheit der ,,wahre Wert” erwartet werden kann.

Fiir eine endliche Zahl von Messwerten gilt: Der arithmetische Mittelwert
% ist der wahrscheinlichste Wert und die Standardabweichung s ist ein Mafs
fiir die Streuung (Giite) der Messung.

7.2 Zufillige Messunsicherheit bei wiederholten Messungen

Verteilung zufilliger Messunsicheheiten und Standardabweichung

Zufillige Unsicherheiten entstehen durch messtechnisch nicht erfass-
bare und nicht beeinflussbare Anderungen von Messgeriten, Messob-
jekten oder Umwelteinfliissen sowie durch subjektive Einfliisse des

Beobachters.
4 —~ - _ bbildung 7.6: Messwertverteilun
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Da diese unterschiedlichen Ursachen unabhingig voneinander wir-
ken, stellen die Messwerte x; einer physikalischen Grofie — systemati-
sche Messunsicherheiten seien ausgeschlossen — statistisch gesehen
eine Stichprobe aus der zufallsverteilten Grundgesamtheit aller Mess-
werte dieser Grole dar. Die Werte x;(i = 1,...,n) einer Messreihe
sind also eine Stichprobe vom Umfang 7. Sie kénnen in Form eines
Histogramms (Abb. 7.6) dargestellt werden und Mittelwert ¥ und
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2 Um tiberhaupt statistische Aussa-
gen machen zu konnen, sollte im
Praktikum die Stichprobe mindestens
sechs Messwerte beinhalten (n > 6)

3 Die gauf3sche Normalvertei-
lung spiegelt also die Statistik
der zufélligen Unsicherheit wider.

4Die Abweichungen v; wer-
den auch als scheinbare
Unsicherheiten bezeichnet.

Standardabweichung s sind als empirische Naherungen der Stichpro-
be berechenbar (vgl. Gl. (7.6) bzw. (7.7)).2

Folgende Charakteristika beziiglich der Verteilung der Messwerte
x; lassen sich ablesen:

* Die Messwerte haben fiir den Wert ¥ die grofste Haufigkeit.
* Die Messwerte streuen symmetrisch um den Wert x .
e Kleine Abweichungen |x; — %| sind hiufiger als grofere.

Es gibt zwar keinen mathematisch stringenten Beweis, aber die prak-
tischen Erfahrungen zeigen, dass aufgrund der Unabhéngigkeit der
unterschiedlichen Ursachen fiir die zufilligen Messabweichungen die
Grundgesamtheit aller Messwerte einer physikalischen Gréfle x durch
die Gauf3- oder Normalverteilung beschrieben werden kann. Sie wird
mathematisch dargestellt durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkti-
on

= 2
¢ (x) = \/;Trs exp <(x252x)> (7.9)

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:
¢ Beim Wert X hat sie ein Maximum
¢ Beziiglich des Wertes ¥ ist sie symmetrisch.
e Fiir groBe Werte |x — %| geht sie gegen Null.

e Fiir ¥ £ s besitzt sie Wendepunkte und ist daher schmaler fiir kleine
s.

¢ Die Normierung ist
/ ¢ (x)dx=1. (7.10)

Diese Eigenschaften der Normalverteilung sind aber gerade die oben
genannten Charakteristika, wie sie fiir die zufdlligen Unsicherheiten
aus dem Histogramm fiir die Messwerte (Abb. 7.6) abgeleitet wurden.
Die Groflen ¥ und s der Stichprobe entsprechen den Grofien p und o
der Grundgesamtheit vgl. Gl. (7.4) - Gl. (7.7).3

Die Messwerte x; jeder physikalischen Grofse sind zufallsbedingt,
sie streuen um den wahrscheinlichsten Wert . Die Abweichungen
v; der einzelnen Messwerte vom wahrscheinlichsten Wert 4 werden
definiert als

V=X — X (7.11)

Die v; sind, wie die Messwerte selbst, Zufallsgrofien, die ebenfalls
normalverteilt sind gemaf

(v)—iex —U—z bzw. —Lex —U—2 (7.12)
Pl vV 2ms P\ 722 O V2ne P\ 7202 7
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Abbildung 7.7: Gauiverteilung und
Standardabweichung (s = )

Die Funktion (Abb. 7.7, links) hat ihr Maximum bei v = 0 und
Wendepunkte bei —s und +s (bzw. o ).

Aus den Abweichungen v; berechnet man als Maf fiir die zufillige Unsi-
cherheit der Messwerte die empirische Standardabweichung (vgl. Gl. (7.7)),
meist kurz Standardabweichung genannt:

Y 0? _ 4 Y (x; —%)°

:j: = .
s n—1 n—1

(7.13)

Diese wird auch als mittlere (quadratische) Unsicherheit der Einzelmes-
sung bezeichnet und gibt Auskunft iiber die Streuung der Messwerte, d. h.
iiber die Genauigkeit der Messmethode.

Statistische Sicherheit

Das Integral

@ (v) = / ¢ (0) do’ (7.14)

heifit gaufische Fehlerfunktion (Abb. 7.7, rechts), deren Werte in
einschldgigen Tabellenwerken angegeben sind. Da ¢ (v) dv die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist, dass die Messabweichung in das Intervall
(v, v+ do) fallt, liefert

[o@do=(0) - @) (715)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei Einzelmessungen Unsicher-
heiten im Intervall v; bis v, auftreten, das entspricht der schraffierten
Flache F in Abb. 7.7, links.
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Tabelle 7.1: statistische Sicherheit

Tabelle 7.2: studentscher Faktor

5 Die 68%ige Sicherheit besagt, dass

68 % aller Messwerte im Bereich

x —s < x < x + 5 liegen bzw. irgendein
Messwert mit 68%iger Wahrschein-
lichkeit in diesem Bereich liegt. Die
Standardabweichung ist die mittle-

re Unsicherheit der Einzelmessung.

Mit Hilfe der Standardabweichung kann man mit Gl. (7.15) auch
die Wahrscheinlichkeit dafiir ausrechnen, dass ein einzelner Messwert
in einem der folgenden Intervalle um den ,wahren” Wert u der
Grundgesamtheit (bzw. um den Mittelwert ) liegt:

uto 68,3%
M +20 95,4 %o
uEx3c 99,7%

Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnet man als die statistische Sicher-
heit. Sie gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit im Wiederholungsfall
der Messwert in das entsprechende Intervall fallen wird. Die Proz-
entzahlen gelten streng nur fiir die Grundgesamtheit, setzen also
zur Bestimmung von y und ¢ eine sehr grofie Zahl von Messwerten
voraus.

Bestimmt man die empirischen Parameter der Stichprobe ¥ und s,
dann erhdlt man aufgrund des geringeren Umfangs der Stichprobe
eine kleinere statistische Sicherheit bzw. das Intervall muss vergrofiert
werden, um die vorgegebene statistische Sicherheit beizubehalten. Um
welchen Faktor das Intervall in Abhdngigkeit von der vorgegebenen
statistischen Sicherheit und dem Umfang der Stichprobe vergrofiert
werden muss, gibt der studentsche Faktor an.

Studentscher Faktor t: Fiir die Grundgesamtheit, d. h. eine sehr
grofie Zahl von Messwerten, hat der studentsche Faktor ¢, entspre-
chend der gewdhlten statistischen Sicherheit, die Werte 1, 2 bzw. 3
(vergl. Tab. 7.1). Fiir eine Stichprobe ist t aufier von der gewéhlten
statistischen Sicherheit auch noch von der Anzahl n der Messwerte
abhdngig, wie es in Tab. 7.2 ausgewiesen ist.

t-Werte fiir
n | 68,3% | 950% | 99,7 %
3 1,32 4,30 19,21
5 1,15 2,78 6,62
6 1,11 2,57 5,51
10 1,06 2,26 4,03
100 | 1,00 2,00 3,04

Fiir alle im Praktikum vorkommenden Fille kann t ~ 1 gewahlt
werden, wenn 1 > 6 ist, denn in der Physik wird meist nur mit einer
statistischen Sicherheit von 68,3 % gerechnet. In anderen Bereichen,
insbesondere in der Technik, Metrologie und in der Medizin, wird oft
eine hohere statistische Sicherheit (+30) zugrunde gelegt.5

Methode der kleinsten Quadrate

Eine andere Begriindung fiir den arithmetischen Mittelwert und die
Standardabweichung zur Kennzeichnung der Stichprobe bietet die
von Gaufs entwickelte Methode der kleinsten Quadrate. Fiir eine
Stichprobe mit den Elementen x; wird ein , Bestwert”, der Mittelwert
%, so definiert, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen vom
ihm ein Minimum wird
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(x; — 92)2 = min . (7.16)

™=

1

Dieses Minimum erhélt man durch Nullsetzen der Ableitung

d _ -
aZ(xi—x)z = —ZZ(xi—x) =0

x = %in : (7.17)
Man erhdlt also auch aufgrund der gaufischen Minimumsbedin-
gung den arithmetischen Mittelwert als , besten” Wert zur Kennzeich-
nung der Stichprobe.
Wenn man als Maf fiir die Streuung den Mittelwert der scheinba-
ren Unsicherheiten bzw. Abweichungen v; = x; — X berechnet, dann
erhélt man

%Z(xi—f):%(in—nf):%in—fzo (7.18)

Die Summe der scheinbaren Unsicherheiten verschwindet.

Da die Summe aufgrund dieser Eigenschaft ein ungeeignetes Maf3
fiir die Streuung ist, wird tiber die Summe der Quadrate der scheinba-
ren Unsicherheiten gemittelt, und man erhélt die Standardabweichung
s der Verteilung.

Standardabweichung (der Stichprobe)

v (x; — %)

n—1

Der Wert (n — 1) im Nenner ergibt sich, weil durch die Festlegung
von ¥ (vgl. GL (7.17)) nur noch (n — 1) unabhingige Werte existieren.

Standardabweichung des Mittelwertes (Vertrauensbereich)

Neben der Genauigkeit der Messmethode, welche sich in der Stan-
dardabweichung ausdrtickt, ist fiir die Bestimmung der zufélligen
Unsicherheit e, einer Grole die Zuverldssigkeit des Mittelwertes ¥
von besonderem Interesse. Der Mittelwert ist das Ergebnis vieler
Messungen, und seine mittlere quadratische Unsicherheit wird als
Vertrauensbereich bezeichnet und nach

_ s L (xi—%)°

§= itﬁ = £t W (7.19)
berechnet. Der Vertrauensbereich gibt das Intervall an, in dem der
,wahre” Wert mit einer bestimmten statistischen Sicherheit zu er-
warten ist. Die Bedeutung des studentschen Faktors t wurde in Ab-
schn. Statistische Sicherheit erldutert. Im Praktikum wird fiir n > 6,
wie dort ausgefiihrt wurde, generell mit t ~ 1 gerechnet. Der Faktor

1/+/n wird im Abschn. 8.1 begriindet.
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Der Vertrauensbereich 5 ist der Beitrag der zufilligen Unsicherheit e, zur
Messunsicherheit des Mittelwertes (vorausgesetzt n > 6).

Fiir den Fall n < 6 ist fiir den Anteil der zufilligen Unsicherheit an
der Messunsicherheit nur eine Abschitzung (Berechnung der maximalen
Unsicherheit) moglich (vgl. Abschn. 11.2), da in diesem Fall die statistischen
Voraussetzungen fiir die Berechnung des Vertrauensbereiches nicht mehr
erfiillt sind.

7.3 Messergebnisse einer direkt gemessenen Grofse

Nach der ausfiihrlichen Diskussion der systematischen und zufilligen
Abweichungen und Unsicherheiten werden fiir eine direkt gemessene
Grofie nun die einzelnen Schritte vom Messvorgang bis zum End-
ergebnis zusammengestellt (Abb. 7.8) und an einem Rechenbeispiel
(siehe Tab. 7.3) erldutert.

Messvorgang = Einzelmesswerte x;(i =1...n) ’

l

[ |

[Mittelwert X= % ﬂxi) ( Messunsicherheit )
systematische zuféllige Un- [ grobe Fehler )
Messabweichung sicherheit e,
~7
< n < 6
=5 Restabweich
L U ] n > 6 Abschitzung der maxima-
€s e — 5 — T len Unsicherheit e, ~ Ax
“ n(n—1)

-

v . 3
korrigiertes Ergebnis Messunsicherheit
Xe = X+ ec u = 212 < \e|+|e\ ”:|ES|+‘§‘? n>6
s z s z u=|es\+\Ax\; Ny
[ Messergebnis: x = x.+u }

Abbildung 7.8: Bestim-
mung des Messergebnisses

Einzelergebnisse und Mittelwert

Im Messvorgang erfolgt die Bestimmung einzelner Messwerte x; (i =
1,...,n) einer physikalischen Groe, die eine Stichprobe aus der
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Grundgesamtheit der Messwerte dieser GrofSe darstellen. Aus den
Messwerten wird der arithmetische Mittelwert ¥ bestimmt.

Das folgende Rechenbeispiel zeigt die Messwerte T; fiir die Pe-
riodendauer eines Fadenpendels, gemessen mit einer elektronisch
gesteuerten Lichtschranke. Der Mittelwert T wird auf eine Stelle mehr
berechnet als die Messwerte aufweisen.

Korrektur des Mittelwertes

Werden die Messwerte durch dufSere Einfliisse o. 4. systematisch ver-
falscht und ist diese Verfalschung nach Grofie und Richtung bere-
chenbar, ermittelt man die Korrekturgrofse e. . Aus dem Mittelwert
¥ und der Korrekturgrofie e wird das korrigierte Messergebnis x.
bestimmt:

Xe =X+ ec.

Im Messbeispiel Fadenpendel (Tab. 7.3) erfolgte die Messung der
Periodendauer des Fadenpendels bei einer Auslenkung bzw. Ampli-
tude von ¢ = 8° . Da die Periodendauer von der Amplitude abhéngig
ist (vgl. Abschn. 6.2), muss aus dem Mittelwert der gemessenen Peri-
odendauer T die amplitudenunabhéngige Periodendauer Ty ermittelt
werden. Fiir die Periodendauer gilt (vgl. Gl. (6.1)):

Fo_ 12?7 a9
T—T0<1+4sm 2—1-6451r1 2+...),

so dass in erster Naherung folgt:

T=T, (1+4sm2q20>

-1
_ T 1.2 ~ T 1 5,9
TO—T<1+4sm 2) ~T<1 4sm 2>

e = —T— sin (ZP —2,9504s - 0,0012 = —0,00365s .

Bestimmung der systematischen Abweichung

Die nicht korrigierbaren systematischen Abweichungen werden we-
sentlich von den durch die Bauart und die technische Prézision be-
dingten Unsicherheiten der Messgerédte bestimmt. Fiir wichtige Mess-
gerdte im Praktikum sind die systematischen Abweichnungen im
vorliegenden Skript zusammengestellt (vgl. Abschn. 6.3). In anderen
Féllen sind sie aus der Geritebeschreibung bzw. unserer Website zu
entnehmen.

Im Rechenbeispiel zur Bestimmung der Periodendauer des Fa-
denpendels betragt die systematische Abweichung der Quarzuhr
es =0,001s .
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Tabelle 7.3: Messbeispiel Fadenpendel

Bestimmung der zufilligen Messunsicherheit

Bei der Bestimmung der zufilligen Messunsicherheit e, sind zwei
Falle zu unterscheiden:

Typ A: Ist die Zahl der Messergebnisse n > 6 , dann sind die Bezie-
hungen fiir die zufédlligen Unsicherheiten (vgl. Abschn. 7.2.) an-
wendbar. Als entscheidende Unsicherheitsgrofie e, wird die Grofie
5 (vgl. GL (7.19)) berechnet, die den Vertrauensbereich des Mittel-
wertes kennzeichnet. Im Messbeispiel ist ein zweckmafSiges Schema
(vgl. Tab. (7.3)) angegeben, wie man aus den Einzelmesswerten die
Quadratsumme der scheinbaren Unsicherheiten berechnet.

Typ B: Ist die Zahl der Messergebnisse n < 6 , wird fiir die zufalli-
gen Unsicherheiten eine maximale Messunsicherheit Ax aus der
Ablese- bzw. Anzeigegenauigkeit der Skale bzw. der digitalen An-
zeige des Messgerdtes abgeschitzt. In der Regel wird mit einer
Unsicherheit der Ablesung von +1/2 Skalenteil bzw. der Anzeige
von mindestens +1 Digit gerechnet.

Messunsicherheit

Die unabhéngig ermittelten systematischen und zufélligen Unsicher-
heiten bestimmen die Messunsicherheit # des Endergebnisses. Da die
zufélligen Unsicherheiten e, und die systematischen Messabweichun-
gen es unabhingig voneinander sind - statistisch gesprochen nicht mit
einander korrelieren — addieren sie sich quadratisch (pythagoreisch),
d.h., die Messunsicherheit ergibt sich zu

u=/ez+e2 <les|+ les|. (7.20)

Aufgrund der meist geringen Zahl von Messwerten im Praktikum
ist es erlaubt, die pythagoreische Summe durch die grofiere Summe
aus zufélliger Unsicherheit und systematischer Abweichung zu erset-
zen.

Messbeispiel

1. Einzelergebnisse

i Ti/s v;/1074s v? /107852
1 2,949 -14 196
2 2,951 +6 36
3 2,950 -4 16
4 2,952 +16 256
5 2,950 -4 16
6 2,950 -4 16
7 2,051 +6 36
8 2,950 -4 16
9 2,951 +6 36
10 2,950 -4 16
YT, =29504s | Yo, =0 | Lov? = 64010782
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Mittelwert: T = 1 " T; = 2,9504 s

2. Korrektur:
e = T %sinzg) = —29504s-0,0012 —0,0036s

T. = T +ec = 2,9504s —0,0036s = 2,9468s

3. Systematische Messabweichung: es = 0,001's

4. Zuféllige Messunsicherheit:

o _ | £ [ea010-852 _
e, =35 = ﬁ =\ o = 90— = 0,0003s

5. Messunsicherheit:

U \Je2+e2 = \/ (0,001s)? + (0,00035)% = 0,001 s,

bzw. u = |eg| + |ez] = 0,001s + 0,0003s = 0,0013s =~ 0,001 s

6. Endergebnis: T. = (2,9468 4 0,0013) s ~ (2,947 £0,001) s

Vollstindiges Messergebnis

Das vollstandige Messergebnis fiir die Messgrofse x ergibt sich somit
in der Form

x=xctu mit u=/ez+eZ~|es|+ ez (7.21)

In der Praxis muss man nicht mehr wie im Rechenbeispiel eine
Tabelle zur Bestimmung der scheinbaren Unsicherheiten v; anfertigen,
denn die wissenschaftlichen Taschenrechner haben festprogrammier-
te Statistikprogramme, die nach Eingabe der Messwerte v; direkt
den Mittelwert X und die Standardabweichung s (oder die Varianz)
anzeigen.

Allerdings weichen die verschiedenen Rechner geringfiigig in der
Handhabung voneinander ab, sodass ein genaues Studium der Ge-
brauchsanweisung empfohlen wird. Dabei ist zu beachten, ob die
Standardabweichung s auf # oder auf n — 1 bezogen ist.

Bei der Angabe der Ergebnisse muss die grofle Stellenzahl der Rech-
ner auf eine signifikante, d. h. messtechnisch sinnvolle Stellenzahl,
reduziert werden. Da ihre Ermittlung auf Wahrscheinlichkeitsannah-
men basiert und im Praktikum in den meisten Fillen nur wenige
Einzelmessungen vorliegen, gilt:

¢ Die Angabe von Messunsicherheiten kann im Praktikum auf eine
Ziffer gerundet werden.

* Der korrigierte Messwert x. darf nicht genauer angegeben werden,
als es die Messunsicherheit zuldsst: Die letzte Stelle steht unter
dem Einfluss der Messunsicherheit
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6 Achten Sie darauf, beim End-
ergebnis nur signifikante Stellen
anzugeben. Berticksichtigen Sie
auch die korrekten Rundungs-
regeln. Siehe auch Abschn. 6.4.

7 Sollte aber im Messproto-
koll kommentiert werden.

Signifikante Stellen
Beispiele:

falsch
s = (6,3279 £0,058) m
I = (346 +85) mA
U= (36+0,04) V
m = (154+094) kg
m = 15,26 kg 5,89 %

richtig
s = (6,33 £0,06) m
I = (350 +90) mA
U =(3600+0,04) V
m=(154+09) kg
m=153kg 6%

Diese Regeln gelten fiir Endergebnisse.® Bei Zwischenergebnissen
miissen mehr Stellen berticksichtigt werden, weil sonst durch
Uberlagerung mehrerer gerundeter Zwischenergebnisse zu grofie
oder zu kleine Messunsicherheiten des Endergebnisses entstehen
konnten. Wie die Beispiele zeigen, muss fiir das korrigierte
Messergebnis x. immer Zahlenwert und Einheit angegeben werden.
Die Messunsicherheit kann entweder durch Zahlenwert und Einheit
(absoluter Fehler) oder als prozentualer Fehler angegeben werden.

Umgang mit Ausreiflern

Es kann vorkommen, dass sich bei der Analyse der Messwerte heraus-
stellt, dass sich ein Messwert signifikant von den anderen Messwerten
unterschiedet, also deutlich auflerhalb des Bereichs der Unsicher-
heit liegt, oder deutlich von dem erwarteten theoretischen Modell
abweicht.

Kann die Ursache der Abweichung plausibel gekldrt werden, dann
kann dieser Messwert gestrichen werden.” Ist dies nicht méglich,
dann muss analysiert werden, ob hinter dieser Abweichung eine Fehl-
annahme in dem zu untersuchenden funktionalen Zusammenhang
oder der Messhypothese liegt. Bei Messungen mit einer Typ-B Unsi-
cherheit muss gepriift werden, ob die Annahme der Messunsicherheit
korrekt oder zu klein gewéhlt ist.



8
Kombinierte Standardunsicherheit bei
indirekt messbaren GrofSen

Bei den meisten physikalischen Messungen ergibt sich die zu mes-
sende Grofie F nicht direkt sondern aus einem funktionalen Zusam-
menhang F = F (x,y,...) zwischen verschiedenen direkt messbaren
Grofien x,y, ... . Zum Beispiel berechnet sich das Volumen V eines
Zylinders mit der Hohe & und dem Durchmesser d aus

T 0
V d

Fiir die Berechnung des wahrscheinlichsten Wertes F von F gilt
allgemein (Beweis siehe Abschn. 9.2.): Ist F = F (x,y, ...) eine GroSe,
die sich aus einzelnen direkt gemessenen Messgrofien x, y, . . . berech-
net und sind die Mittelwerte %, 7, . . . bestimmt worden, so erhdlt man
F, wenn man die Werte %, 7, ... in die Formel zur Berechnung von F

einsetzt:

F=F(x,7,...) . (8.1)

Die kombinierte Unsicherheit (uf) der indirekten Messgroe F
kann berechnet werden, wenn die Mittelwerte und Messunsicherhei-
ten der Einzelmessgrofien x, y, . . . bekannt sind.

Fiir die Bestimmung der Messunsicherheit u ist fallweise zu unter-
scheiden, ob die Messgroflen x, y, ... voneinander unabhingig (d. h.
unkorreliert) oder ob sie korreliert sind. Die Behandlung erfolgt ge-
trennt in den Abschnitten 8.1 folg. fiir unkorrelierte Messgrofsen und
9.2 fiir korrelierte Messgrofien.

8.1 Kombinierte Standardunsicherheit fiir nicht korrelierte
Grofen

Ersetzt man die Mittelwerte %, 7, ... der Einzelmessgroflen in Gl. (8.1)

durch die geringfiigig gednderten Werte ¥ + Ax, 7+ Ay, . . . so erwartet

man anstelle von F ein geringfiigig gedndertes F + AF mit
AF=F(x+Ax,7+Ay,...) —F(x,7,...) . (8.2)

Da Ax,Ay,... klein gegen &,7,... sind, kann als Néherung fiir
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* Die Grofie oF /dx heifSt partielle Ab-
leitung der Funktion F nach der Va-
riablen x. Die Rechenregeln sind die
bei Ableitungen tiblichen, nur dass
dabei die Variable y als Konstante
behandelt wird. Die Funktion F(x,y)
stelle man sich als gebogene Flache im
Raum vor (z.B. sattelférmige Oberfla-
che einer ausgetrockneten Brotscheibe).
Die Grofie oF /dx ist dann der An-
stieg in x-Richtung am betrachteten
Raumpunkt (x,y, F) . Entsprechend
ist 0F /9y der Anstieg in y-Richtung.

* Zur besseren Unterscheidung
gilt die Verabredung, dass die
maximale Unsicherheit meist
mit Ax, Ay, AF, ...bezeichnet
werden, sodass sich die For-
mel wie folgt schreiben lésst:

AF ~ = {|ZAx + | LAyl + ...}

F(x+Ax, 7+ Ay, ..
tigung nur der linearen Glieder

.) die Entwicklung nach Taylor unter Berticksich-

oF oF
JRFE(XY,...)+ s=Ax+ —Ay+ ...

F(x+Ax,y+Ay,.. pp 3y

in Gl (8.2) eingesetzt werden und man erhalt’
Berechnung der maximalen Unsicherheit, lineare Berechnung
oF oF

AngAx+@Ay+....

Beachtet man, dass dF /dx bei festgehaltenem y und JF /dy bei
festgehaltenem x positiv oder negativ sein kénnen und tibernimmt
zu AF néhe-
rungsweise fiir die Messunsicherheiten, so erhilt man als maximale

das Ergebnis fiir die , Fortpflanzung” der Ax,Ay,...

Unsicherheit fiir die Messunsicherheit ur von F das Gesetz fiir die
Berechnung der kombinierten maximalen Unsicherheit®

oF oF
up%j:{|ux|+| yuy|+...} . (8.3)

Die maximale Unsicherheit wird verwendet, wenn die Verteilungs-
funktion der Messunsicherheit nicht exakt berticksichtigt wird und
als Normalverteilung angenommen wird, wie es im Rahmen des
Grundpraktikums geschieht, oder bei Kombination von solchen Mes-
sunsicherheiten mit denen des Typ-A.

Durch Ubergang zur quadratischen (pythagoreischen) Addition
gelangt man zum gaufischen Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir nicht kor-
relierte Gro8en. Grundgedanke dieser pythagoreischen Addition nach
Gauf3 ist die Unabhangigkeit der Quellen der Messunsicherheit fiir
die einzelnen Groflen x,y, z, . . ., sodass grundsitzlich eine teilweise
gegenseitige Kompensation moglich ist (vollstindige Ableitung siehe
Abschn. 9.2). Die pythagoreische Addition, d. h. die teilweise gegensei-
tige Kompensation der zufélligen Unsicherheiten, ist nur anwendbar,
wenn es sich um statistisch ermittelte Standardunsicherheiten han-
delt, die aus mindestens sechs Messungen ermittelt wurden oder die
Verteilungsfunktion der Messunsicherheiten des Typ-B bekannt bzw.
berticksichtigt werden.

Kombinierte Standardunsicherheit bei statistischen Messungen (Typ-

A)
F \? F \?
U = i\/(gxux) + (gyl@) +... (84)

Fiir die Messunsicherheiten sind in Gl. (8.4) die Vertrauensbereiche
5y und 5y oder — je nach Aufgabenstellung — die Standardabweichun-

gen sy und s, einzusetzen. Damit ergibt sich z. B. der Vertrauensbe-
reich 5r des wahrscheinlichsten Werts F zu

sp =4/ (2Es 2+ oF, 2+
F — axx ayy “e
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Fiir den Fall, dass fiir eine direkt messbare Grofie z. B. der Vertrau-
ensbereich, fiir eine andere direkt messbare Grofie nur die maximale
Unsicherheit als Messunsicherheit ermittelt wurde, ist die maximale
Unsicherheit Gl. (8.3) zu verwenden (worst-case scenario).3 Fiir die 3| + \%uy\ +.o.00>

Zwecke des Praktikums kann aber meistens, wie oft in der Praxis tib- \/ ( giux)z N ( %Fuy)z N
lich, die strenge Formel der kombinierten Unsicherheit Gl. (8.4) durch ) Y

die etwas einfachere Beziehung der maximalen Unsicherheit Gl. (8.3)

ersetzt werden, in der eine teilweise gegenseitige Kompensation der

Messunsicherheiten der einzelnen Grofien vernachlassigt wird.

Beispiele:

1. Die Messunsicherheit der indirekt gemessenen Grofe T? bei wie-
derholter Messung:
Oft ist es notwendig sogenannte linearisierte Darstellungen, z. B.
das Quadrat der Periodendauer T eines Pendels in Abhangigkeit
von der Pendelldnge ! , anzufertigen, um Gesetzmafsigkeiten besser
tiberpriifen zu konnen oder direkt aus dem Anstieg eine physikali-
sche Grofle, z. B. die Fallbeschleunigung, zu ermitteln. Da man die
Periodendauer T direkt gemessen hat, muss man iiber die kombi-
nierte Unsicherheit die Messunsicherheit von T? berechnen. Aus
((Gl. 8.3), (8.4)) und F = T? ergibt sich

oF
Uy = t——ur = 2T u
T2 oT T T
Hier wird deutlich, dass die Messunsicherheit #2 nicht nur von
ut abhdngt, sondern auch vom Messwert T. Mit wachsendem T
nimmt die Messunsicherheit von T? zu.

2. Herleitung der Formel fiir den Vertrauensbereich aus der Stan-
dardabweichung mit Hilfe der kombinierten Standardunsicherheit:
In einer Messreihe ist jeder einzelne Messwert x; mit der Standard-
abweichung s behaftet:

x;ts i=1,..,n

Zur Berechnung des Vertrauensbereiches der Standardabweichung
des Bestwertes (Mittelwert) wird Gl. (7.8) verwendet

5=+

=L
=

und fiir Ut gilt:
UTZ = +2Ts

8.2 Rechenregeln

In der Praxis ist die direkte Anwendung der Formeln GI. (8.3) bzw.
GL (8.4) meist relativ aufwéndig. Die Rechnung wird oft deutlich leich-
ter, wenn sich die Funktion F auf eine der folgenden drei Standard-
formen oder Kombinationen dieser zuriickfiithren lisst, fiir welche
einfache Formeln, die aus der allgemeinen Formel Gl. (8.3) abgeleitet
wurden, gelten:
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* Additive Funktionen: F = ax &+ by (a, b sind Konstanten). Die
mit den Konstanten multiplizierten absoluten Messunsicherheiten
werden addiert.

up = =+ {|auy| + |buy|} (8.5)

e Multiplikative Funktionen: F =a-x-y-zoder F=b-x-y/z
(a, b sind Konstanten). Die Absolutbetrdge der relativen Messunsi-
cherheiten werden addiert.
ur

Ur _ Uy By 2
£ =+ {111 1 6)

 Multiplikative Funktionen mit Potenzen: F = ¢ - x! -y /2"
(c ist eine Konstante). Die nach den Potenzen gewichteten Absolut-
betrdge der relativen Messunsicherheiten werden addiert.

Ur Uy Uy Uy
Eo = ot = .
£ =+ {1 ' ' 57)

Ausgehend von Gl. (8.4) erhdlt man die Formeln Gl. (8.5) bis Gl. (8.7)
in pythagoreischer Addition.

Beispiel 1 : maximale Unsicherheit

¢ Der Durchmesser d und die Hohe h wurden zur Volumenbestim-
mung eines Zylinders gemessen. Wie grof$ ist die Messunsicherheit
des Volumens?

d=d.tu;=(170+£02) mm
h=h.tu, =(468+0,4) mm
* Volumen: Ve = Fd?h. = £17% - 46,8 mm? = 10623 mm?>

¢ Messunsicherheit: uy = + {\ZZ—‘C’| + \Z—’;|} Ve

0,2 04
=442 =+~ .10623mm> = 341 mm°®
uy { 170 46,8} 0623 mm 341 mm

 Endergebnis: V = V. +uy = (10,6 +0,4) cm3.

Beispiel 2: Kombination der Standardformeln

Zusammengesetzte Ausdriicke wie

aw - bx
cy +dz

(w, x, y und z sind unabhiéngige Einzelmessgroéfien) konnen nach
Gl. (8.3) bzw. GL. (8.4) behandelt werden, was aber zu recht kompli-
zierten Ausdriicken fithren kann. Einfacher wird die Kombination
von Gl. (8.5) und GI. (8.6), hier beispielsweise in pythagoreischer

Addition:
(F) = (5) + (5) + (R
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mit Nenner = cj +dz und 1%, = (cuy)2 + (duy)?.

Die Anwendung von Gl. (8.4) wiirde auch zu diesem Ergebnis
fithren.

Bei der kombinierten Anwendung der drei Standardformeln ist
darauf zu achten, dass in der Funktion F keine der MessgrofSen mehr
als einmal vorkommt (z.B. gleichzeitig in Zahler und Nenner wie
bei F = x/ (y + x) ), weil sonst eine mogliche Kompensation von Ab-
weichungen unberiicksichtigt bliebe und ur betrdchtlich tiberschétzt
werden konnte (und zwar noch mehr als bei Anwendung der Grofit-
fehlerformel GI. (8.3)!). In dem Fall muss mit Gl. (8.3) bzw. Gl. (8.4)
gerechnet werden.4

Diese Art der Rechenregeln konnen auch fiir die Berechnung der
kombinierten Standardunsicherheit aufgestellt werden.

Summe und Differenz

F(x,y) = ax + by
Up = /a*ui +b%u3

Produkt und Quotient

F(x,y) = axy
2
= & (3

Potenzen

F
I C R C

Beriicksichtigung der Wichtung einzelner Messunsicherheiten bei der
kombinierten Unsicherheit

ﬁ
|

Fiir den Fall, dass die relative Messunsicherheit einer Messgrofie
3 mal so grofs ist wie andere relative Messunsicherheiten so kann die
Angabe der kombinierten Unsicherheit vereinfacht werden.

Addition und Subtraktion nur Angabe der aufgerundeten maximalen
Messunsicherheit

Multiplikation und Division Annahme der maximalen relativen aufge-
rundeten Messunsicherheit

Alle anderen funktionalen Zusammenhinge Berechnung der maximalen
kombinierten Unsicherheit

4 Bei der Brennweitenbestimmung

f = bg/(b+ g) nach dem Abbildungs-
gesetz fiir diinne Linsen mit b als
Bildweite und g als Gegenstandswei-
te treten im Zdhler und im Nenner
dieselben Groflen auf. Hier liefert die
Kombination der Standardformeln
ein falsches Ergebnis, da die Grofien
korreliert sind. Zur Ermittlung der
Messunsicherheit der Brennweite
muss korrekt tiber die Ableitungen
gegangen werden.






9
Korrelierte GrofSen und Ausgleichs-

rechnung

9.1 Korrelation von Messgrifen

Der Begriff Korrelation beschreibt eine wechselseitige Beziehung. In
Bezug auf MessgrofSen bedeutet dies, dass eine Korrelation vorliegt,
wenn sie von mindestens einer gemeinsamen Grofie abhédngen. Ein
solcher Fall kann vorliegen, wenn, z.B., zur Kalibrierung zweier
Messgerite die gleiche Referenz verwendet wird, oder, wenn zwei
Grofien (z.B. Kantenldngen) mit dem gleichen Messgerét (Lineal)
gemessen werden. Dann treten neben den zufélligen, unabhingigen
Messunsicherheiten (unkorreliert) auch systematische Unsicherheiten
auf, die fiir beide Messvorgénge gleich, also korreliert sind.

Bei einer Messung hat man als Eingangsdaten sowohl korrelierte als
auch unkorrelierte.

Bei der Auswahl des mathematischen Verfahrens zur Bestimmung
der zusammengesetzten Standartunsicherheit muss man sich zu-
néchst tiberlegen, ob die erfassten Eingangswerte so unterschiedlich
sind, dass sie in guter Ndherung als voneinander unabhingig, also als
unkorreliert, betrachtet werden konnen. Dann konnen korrelierte An-
teile in der Berechnung der Unsicherheit vernachldssigt werden und
es kann verfahren werden wie in Kapitel 8. Dartiber hinaus muss bei
der Voriiberlegung natiirlich immer der angestrebte Genauigkeitsgrad
berticksichtigt werden, bevor eine begriindete Entscheidung tiber eine
Vernachlédssigung der Korrelation getroffen werden kann.

Im Rahmen des physikalischen Praktikums und bei vielen anderen
Messungen hat die praktische Erfahrung gezeigt, dass selbst bei Vor-
handensein einer Korrelation der Einfluss auf die Gesamtunsicherheit
der Messunsicherheiten normalerweise klein ist.

Bei den Versuchen im physikalischen Praktikum kann deshalb
die Unsicherheiten der Ergebnisgrofie immer unter der Annahme
vollstindig unkorrelierter Eingangsgrofien berechnen werden.

Andernfalls muss der Korrelationsgrad berechnet werden und auf
dessen Basis die Entscheidung des weiteren Vorgehens getroffen und
diskutiert werden.
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9.2 Zusammengesetzte Unsicherheiten fiir korrelierte GrofSen

Im Unterschied zu Abschn. 8.1 werden keine Voraussetzungen in Be-
zug auf die Unabhéingigkeit der Einzelgroflen gemacht. Beispielsweise
sind im Praktikum bei der Messdatenauswertung bei verschiedenen
Versuchen die letztlich gesuchten Groien und ihre Messunsicherhei-
ten aus dem Quotienten F = a/b der Geradenparameter a und b
(y = ax + b) und ihren Standardabweichungen s, und s, zu bestim-
men, deren Werte grafisch (siehe Abschn. 10.1) oder durch einen
Geradenausgleich (siehe Abschn. 9.3) ermittelt werden konnen. Da
! Bei einer Anpassungsgerade bewirkt a und b immer stark (negativ) korreliert sind’, kann ur nicht nach
ren%‘ergtrggfg;iii‘fei:éﬁitﬁzﬁ Gl (8.9) berechnet.werder.l. Zl:lr B'erechnung qer hier giiltigen zusam-
mengesetzten Unsicherheit wird im Unterschied zu Abschn. 8.1 nicht
von den Mittelwerten F = F (¥,7) ausgegangen sondern von den n
Funktionswerten

Fi =F (xl-,yl-) (l = 1,...,1’1) ,

welche aus den n Messdatenpaaren (x;,y;) gebildet werden. Die ge-
suchte Varianz s% der F; ist nach Gl. (7.7)

1
n—1

Y (F-F)*. (9-1)

Da alle Abweichungen der x; von den X bzw. der y; von den j klein

57 =

sein sollen, kann man als eine geeignete Nédherung fiir die F; die
Entwicklung nach Taylor bis zu den linearen Gliedern verwenden:

=Py FER)+ 5 0= +5 -9 62
Die partiellen Ableitungen sind an den Punkten X und 7 zu nehmen.
Die Mittelwertbildung dieser F; erlaubt den bisher noch ausstehen-
den Beweis fiir F = F (%,7) :
In der Beziehung

- 1 _ . OoF _,  OF

verschwinden der zweite und dritte Term nach Gl. (7.18) fiir grofe n

(vi — ?)) (9:3)

2 Ursache ist das Verschwin- (streng fiir Grundgesamtheiten)* und es folgt GI. (8.1).
den der Summe der schein- 2 ; ;
baren Fehler ', 0; — 0. Jetzt kann s% durch Einsetzen von Gl. (9.2) und Gl. (9.3) in Gl. (9.1)
berechnet werden:
1 OF JF 2
2 =y — & = (y: —
3= B (G -0+ 5 - 0)
oF\? 1 »  [OF\? 1 , _9F9F 1
e — PR —_ .17 2777 .y N
<ax) n—1 Z(xl )"+ <ay) n—1 2(% e E)xE)yn—lZ(xZ %) (vi = 7)
oF\%* , (9F\?> , _OFOF
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mit den bekannten Varianzen s2 und s§ (siehe Gl. (7.7)) und der neu
gefundenen sog. Kovarianz sy, , welche definiert wird durch

= 7 D=0 (1= 7) -

Der mit der Kovarianz und den Varianzen gebildete sog. lineare

Korrelationskoeffizient oder einfach nur Korrelationskoeffizient ry, =
Sxy/sxsy 3 kann Werte zwischen —1 und +1 annehmen. Besteht ein
exakt linearer Zusammenhang y; = ax; + b, so ist ryy = +1 mit dem
positiven Vorzeichen bei positivem Anstieg 2 und umgekehrt. ry, =
0 bedeutet fehlende Korrelation. (Die Werte 1 und 0 gelten streng
nur fiir Grundgesamtheiten, fiir endlich viele Messungen wird man
Korrelationskoeffizienten nahe bei diesen exakten Werten erhalten).
Ubernimmt man Gl. (9.4) fiir die Messunsicherheiten, so erhélt man
die kombinierte Messunsicherheit fiir korrelierte Grofien:

oF \ 2 9F \ 2 OF OF
2 2 2
uP - (ax> uX + (ay> uy +28x ay uxy . (95)

Fiir uy, = 0 folgt daraus, die schon bekannte Gleichung fiir zusam-
mengesetzte Unsicherheiten fiir unkorrelierte Groien Gl. (8.4).

Wegen —1 < ryy < 1 kann die Korrelation sowohl zur Vergro-
Berung als auch zur Verkleinerung von ur nach Gl (8.4), welche
ausdriicklich nur fiir unkorrelierte Grofien gilt, fithren. Die Abschat-
zung der maximalen Unsicherheit Gl. (8.3) hingegen liefert wegen
der Giiltigkeit von [syy| < sys, (schwarzsche Ungleichung, hier ohne
Beweis) immer die obere Grenze von ur und ist deshalb immer eine
Abschétzung nach oben, fiihrt also im Falle 0F /dx - 0F /9y - uxy < 0 zu
einer besonders deutlichen Uberschitzung von ur. Dieses Verhalten
soll durch zwei Beispiele illustriert werden:

Fiir das gewdhlte Beispiel f = a/b (im Fall der Geradenanpassung
y = ax + b) ergibt sich nach Gl. (9.4)

of \*, (. \* . ,9fof
2 _ (¥ of of of
5 = (aﬂ) +(absb) 25, ap

und nach Division durch f 2 die relative Varianz von f
2 2
A L
2 a2 b2 ab
Fur f = a- b (wiederum im Fall der Geradenanpassung y = ax + b
) erhielte man ein ,,+* vor dem Kovarianzterm. Dabei ist zu beachten,
dass s, selbst negativ ist (b steigt mit fallendem a und umgekehrt).

9.3 Ausgleichsrechnung bei vermittelnder Beobachtung (Ge-
radenausgleich)

Gegeben seien n Messpunkte (x;,y;) (i=1,...n) gleicher Genau-
igkeit, die theoretisch eine Geradengleichung der Form y = ax + b
erfillen, wobei die x -Werte als frei von Unsicherheiten angenommen

3 Definition des Korrelationskoeffizien-
ten Txy
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werden sollen. Fiir die y-Werte werden Unsicherheiten angenom-
men, ausgedriickt durch die zunéchst als bekannt angenommenen
Standardabweichungen s; der y;.

Welchen Wert miissen die Geradenparameter a und b annehmen,
damit die Summe der Quadrate der nach den s; gewichteten Abwei-
chungen v; der Messpunkte von der Geraden minimal wird? Nach
der Methode der kleinsten Quadrate (siehe Abschn. 7.2) wird die
Forderung

2

05—2(% = b) — min 96)

1 5] S;

1

erftillt, wenn die partiellen Ableitungen nach a und b verschwinden:

0 U% Xi
Sy =2 T (yi—ax;—b) =0 und
2 (Z8) -2 d w00 w

2
5

) v? 1
% <Zl> = —223(%‘—%1‘—1’) =0

Daraus folgen die sog. Normalgleichungen
xiz b Xi XiYi
a25—2+ 257*2572 (9:7)
1 1 1

D3R 9
1 1 1

mit den Losungen

N ATy R
a_D<Z 51.2 Z“512 2512 Zs%) ©99)

1 (e oy i iy
b:D< %Z%_Z% ;g’) . (9.10)
1 1 1 1

2
2
D=y3y L - (Z x’) ist die Determinante der Koeffizienten-

2
5;

oc:(zszé Z‘). (9.11)

matrix

T

Xi

Die Standardabweichungen fiir die Geradenparameter a4 und b erhalt
man durch Berechnung der kombinierten Unsicherheit auf Gl. (9.9)
und Gl. (9.10):

s =+ lzl und s, =+ lzxj (9.12)
“ D &~ s? b= D&~ g2 4

Etwas einfacher werden die Beziehungen fiir den Geradenausgleich,
wenn die Gerade durch den Nullpunkt geht, d. h. y = ax. Wird wieder
angenommen, dass die y-Werte mit Unsicherheiten belegt sind und
die x -Werte nicht, dann lautet die Bedingung (analog zu Gl. (9.6))
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2
; — ax; .
Y. (i = axi)” 2 ) min . (9.13)
i=1 i
Es ergeben sich nach Differentiation und Nullsetzen analog zum oben
durchgerechneten allgemeinen Fall die Beziehungen

Y xiyi/s? 1
:72331/521 , sa==+ IR (9.14)

In der Praxis konnen die s; oft als nahezu gleich (s; = s ) angenommen
werden. In dem Fall vereinfachen sich die Gleichungen (9.9), (9.10)
und (9.12) wie folgt:

5( ny Xiyi— ) Xi ) Vi) (9-15)
( xz'z'zyi—zxi'zxiyi) (9.16)

2
x4
Sqa = 54/ T und sp = s ZD’ (9.17)

o

mitD =nYy x? — (T x)?
Fiir die Gerade durch den Nullpunkt vereinfachen sich fiir s; = s

die Gleichungen (9.13) und (9.14) zu
_ LXiYi _ s

2+ S
X; \/ Zx?

Wenn keine Kenntnis der s; vorliegt, muss das Streumaf s, der y;

(9.18)

aus der Streuung der Messpunkte relativ zur Ausgleichsgeraden
bestimmt werden. Im allgemeinen Fall ¥ = ax + b rechnet man mit

sy = \/(Z (y; — ax; — b)z) / (n—2) und setzt s = s, in Gl. (9.17)

ein.# Fiir die Gerade durch den Nullpunkt rechnet man mit s, = 4 Zum Nenner unter der Wurzel: Da
” zur Bestimmung einer Geraden 2
\/(Z (]/i — lel’) ) / (Tl — 1) und setzt in GI. (9.18) ein. Messpunkte notwendig sind, betragt

. . s . . . die Zahl der Kontrollmessungen n — 2.
Da uns im Praktikum fiir die Betrachtung der Unsicherheiten ei- &

niger Versuche auch die Kovarianz s,;, der Geradenparameter 2 und
b interessiert (siehe Abschn. 9.2), soll im Folgenden eine Losungs-
methode skizziert werden, welche neben den Varianzen auch die

Kovarianzen liefert und fiir alle Messreihen gilt, die sich durch Li-
m

nearkombinationen y (x) = ) _ aifj (x) beliebiger Funktionen f; (x)
k=1

ausgleichen lassen und damit auch fiir den einfachsten Fall der Ge-

radenmit m =2, f1 (x) =1, f, (x) = x, a3 = bund ay = a. Nach der

Methode der kleinsten Quadrate (analog zu Gl. (9.6)) erhélt man m

Normalgleichungen zur Bestimmung der m Parameter ay,...a; :

Yy L) —Zlak2<2ﬁ ))] (I=1,...m)

2 =
i=1 5

Dieses Gleichungssystem lautet in Matrizenschreibweise
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B=ax . (9.19)

Die Elemente des Zeilenvektors a = (4145 ... a,) sind die gesuchten
Parameter. Die Matrix « ist die symmetrische Koeffizientenmatrix
(analog zu Gl. (9.11)) mit den Elementen

i=1

W = Qg = i <Slgfz (xi) f (xi)>

Die Elemente des Zeilenvektors B = (B1B2 . . . Bm) sind definiert durch

B = i (Slgyifz (xi)>

i=1

Die Losung a des Problems erhilt man jetzt leicht durch Multiplizie-

ren der Gl. (9.19) von rechts mit der inversen Matrix ¢ = a~! von &,

welche definiert ist durch ae = ex = 1, das ist die Einheitsmatrix.
Man erhilt

Be = ane bzw.

a = Be (9.20)

oder fiir die Parameter ausgeschrieben

a = i (Biex) = i [Skl )3 < Sifi (x )]

k=1 k=1

in Ubereinstimmung mit Gl. (9.9) und Gl. (9.10) fiir m = 2, f1 (x) =
1undf, (x) = x . Die inverse Matrix e = a~! ist wie & symmetrisch,
man nennt sie Kovarianzmatrix, weil ihre Elemente in der Hauptdia-
gonalen die Varianzen und die iibrigen Elemente die Kovarianzen
(siehe Abschn. 9.2) der Parameter der Ausgleichsfunktion y (x) sind.
Fiir den Fall des Geradenausgleiches y = ax + b erhélt man

1 _y X

2 s 1 L s2 s2

£ = a ab _ i N
= > = ‘ -
Sab Sp D\ -y % Y3

Si 5i

mit den Varianzen in Ubereinstimmung mit Gl. (9.12) und der Kova-
rianz

1 X;
S =5 L - (9.21)

9.4 Lineare Regression

Beispiel:
Bewegungsgleichung:

x=xp+v-t

Es werden n-Wertepaare (x;,t;) gemessen.
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Rechnerisch sollen die Parameter xp und v der Geradengleichung
bestimmt werden, die die geringste Abweichung zu den Messwerten
x;, t; besitzen, dies entspricht der linearen Regression:

f(x0,0) = Y [ — (x0 +0t;))?

M-

i=1

Bei der Methode der kleinsten Abweichungsquadrate wird die
erste Ableitung der Funktion nach den gesuchten Groflen gleich Null
gesetzt:

afIZXn:[xi(Xo‘FUti)](l)IZ[ xan:XQvXn:ti‘|:0
i i=1 i

=1

L=

1

% IZi[xi*(onrvti)](*fi) =2 Lijlxitixofltivflf?] =0

i=1 i=1

Darstellung des inhomogenen Gleichungssystems als Matrix:

n i1 ti X0\ _ i1 Xi
Vit Y f v Yiiq Xiti

Losung mit der cramerschen Regel:

( i1 xi) (Z?:l tlz) - (Zfl:l JCifi) ():?:1 ti)

oo W(T )~ (T )
- n(Xy xiti)— (T ) ():?2:1 x;)
n(Xi )= (T t)
Beispielwerte:

i | tjins | x;inm | ##ins? | t;x; in m's
1

1 4 12 16 48
2 13 32 169 416
3 21 48 441 1008
4 28 62 784 1736
5| 35 77 1225 2695
Y | 101 231 2635 5903

231m - 263552 —5903m - s - 101s
N 5263552 — (101s)?
_— 5-5903m-s —101s-231m
5.2635s2 — (101s)?
Die Regressionsgerade hat damit folgende Gleichung;:

X0 =419m

=2,08m/s

x(H) =xg+0v-t- (4,19m+2,08%-t)

Digitale Auswertung

Die Durchfithrung derartiger Berechnungen per Hand ist bei auf-
wendigeren Gleichung und insbesondere bei Berticksichtigung der
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5 dof: number of degrees of freedom

Messunsicherheiten sehr aufwendig, daher wird in solchen Fallen
meist ein Programm zur Datenauswertung verwendet, das eine linea-
re Anpassung nach der Methode der kleinsten Abweichungsquadrate
durchfihrt.

Neben den Angaben der Unsicherheit der bestimmen Grofsen fiir
Steigung und Achsenabschnitt werden zumeist, u. A., auch X2 /dof
(Chi”2/dof)> angegeben.

x? misst die Groe der Abweichung von der Nullhypothese

dof steht steht fiir die Freiheitsgerade f = N —1 —r mit N als
Anzahl der Stiitzstellen und r als Anzahl von Parametern der Modell-
funktion

o x2/dof>> 1

— falsche oder ungeniigende Modellfunktion
— unterbestimmte bzw. unterschitzte Unsicherheiten

— signifikante ,, Ausreifier” in der Datenpunktwolke
. XZ /dof <« 1

— ,uberbestimmte” Modellfunktion (zu viele Parameter)

— iiberbestimmte bzw. iiberschitzte Unsicherheiten
e x?/dof ~ 1

— korrekte Modellfunktion

— realistisch beurteilte Unsicherheiten

Bei der Verwendung der Anpassung einer Funktion an die Messdaten
mit Datenauswerteprogrammen ist darauf zu achten, dass im Regelfall
Messunsicherheiten, auch wenn sie im Datensatz angeben sind, nicht
berticksichtigt werden. Damit dies erfolgt, kann man bei einigen
Programmen entsprechende Einstellungen vornehmen, wie z. B. die
Aktivierung der gewichteten Anpassung (Weighting: instrumental).
Findet man eine entsprechende Option nicht in dem verwendeten
Programm, so muss manuell die maximale Unsicherheit bestimmt
werden, wie unter 9.2 beschrieben.

9.5 Ausgleichsrechnung bei Messergebnissen ungleicher Ge-
nauigkeit (Gewogenes Mittel)

Es sei eine physikalische Grofle x nach k verschiedenen Methoden ge-
messen worden. Aus jeder der k Messreihen ergeben sich Mittelwerte
¥; mit den Messunsicherheiten u;.

Gewogenes Mittel: Da jede Messreihe eine unterschiedliche Ge-
nauigkeit besitzt, wird jeder Messreihe ein Gewicht p; zugeordnet
und das gewogene Mittel ¥y bzw. die Messunsicherheit ug wie folgt
berechnet:
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Y pi%j )3 (P]’”J’)z

Xg = , Ug=t—=—— (j=1,...k) . (9.22)
L.Pj L.Pj
] ]
Die Gewichte p; gewinnt man nach der Formel
C
Pi=3 (9-23)

wobei C beliebig gewahlt werden kann. Am giinstigsten wahlt man
C = u? , wobei u; die grote vorkommende Messunsicherheit ist.
Dann wird p; = 1.

Der Einfiihrung der Gewichte liegt folgender Gedankengang zu-
grunde:

Angenommen, die unterschiedlichen Messunsicherheiten seien
vorwiegend durch die statistischen Fehleranteile, also durch die Ver-
trauensbereiche, bestimmt, dann konnen die verschieden grofien Mes-
sunsicherheiten auf eine unterschiedliche Zahl von Einzelmessungen
bei den verschiedenen Messreihen zurtickgefithrt werden. Die er-
mittelten Gewichte p; bedeuten dann, dass die Messreihe mit dem
kleineren Wert u; ~ 5; auf Grund einer grofieren Zahl von Einzel-
messungen zustande kommt, da §; = s/, /7 (vgl. GL (7.19)) und bei
gleicher Standardabweichung s die Gewichtsfaktoren fiir alle Messrei-
hen p; ~ n; sind. Der Gewichtsfaktor bewirkt, dass der zugehdorige
Mittelwert X; behandelt wird, als ob er p; -mal gemessen wurde. Diese
fur statistische Fehler erklarte Wahl der Gewichtsfaktoren wird auf
die Messunsicherheiten tibertragen.

Beispiel:

Die Schwingungsdauer eines Fadenpendels wurde mit einer Stopp-
uhr, mit einer elektrisch gesteuerten Messuhr (Relaisschaltung) und
mit einem elektronischen Zeitmesser (Lichtschranke, ohne mechani-
sche Schaltkontakte) gemessen. Es ergeben sich folgende Werte:

Stoppuhr elektr. Messuhr elektr. Zeitmesser

T, =1,4177s T, =1,4182s T3 = 1,4183s
u1 = 0,0009s up = 0,0004 s us = 0,0002s
p1=1 p2 =5 ps =20
T 1,4177s+5- 1,4128625 +20-1,4183s 1418265
ug =1.8- 107%s Tg = (1,4183 £0,0002) s

Tipp: In der Praxis rechnet man mit Taschenrechnern mit
Speicherfunktion bequemer mit den Formeln

-1
1 X;
2 _ e 2 j
ug_<ZuZ> und xg—”gZEI
] ]
welche aus den Gleichungen (9.22) und (9.23) folgen und, wie man
sich mit den Messwerten aus dem zuvor durchgerechneten Beispiel

leicht tiberzeugen kann, zum selben Ergebnis fithren.






10
Grafische Darstellungen

10.1  Problemstellung und grundsitzliche Regeln

Die Uberpriifung, Veranschaulichung oder Bestimmung der funktio-
nalen Abhéangigkeit zwischen Messgrofien kann zweckmafig durch
grafische Darstellungen erfolgen. Auch im Praktikum — wo die theore-
tischen Beziehungen meist bekannt sind — erfolgt die experimentelle
Uberpriifung von Beziehungen oder die indirekte Bestimmung von
Groflen hdufig aus grafischen Darstellungen.

Eine Darstellung der Periodendauer als Funktion der Pendelldnge
T = f(I) ergibt eine gekriimmte Kurve, sodass nach Augenschein
nicht entschieden werden kann, ob die theoretische funktionale Ab-
hingigkeit (Wurzelfunktion) erfiillt ist. Die Darstellung von T? = f(I)
hingegen ergibt eine Gerade. Zur sogenannten Linearisierung®, d. h.
der Darstellung der verschiedenen im Praktikum zu untersuchenden
funktionalen Abhédngigkeiten — vor allem Exponential- und Potenz-
funktionen — als Geraden, gibt es spezielle Koordinatenpapiere, die
die Arbeit wesentlich vereinfachen. Heute ist es jedoch oft prakti-
scher, sich gleich von Anfang daran zu gewohnen, spezielle Daten-
auswerteprogramme (qti-plot, ORIGIN, ...) zu benutzen, um die
entsprechenden Grafiken zu erstellen und die Messwerte weiter zu
verarbeiten. Die Grundlagen der Handhabung der unterschiedlichen
Koordinatensysteme oder -papiere wird im Folgenden beschrieben.

Eine Geradendarstellung von Messergebnissen kann auch durch
ein rechnerisches Verfahren erfolgen, das auf der Methode der kleins-
ten Quadrate (vgl. Abschn. 9.3) beruht. Auch bessere Taschenrechner
verfiigen tiber die Moglichkeit des Geradenausgleiches. Wichtig ist
dabei stets, dass auch Angaben zur Unsicherheit des Anstiegs und des
Achsenschnittpunktes verfiigbar sind. Das gleiche gilt fiir Anpassun-
gen von Messpunkten durch z. B. eine Gerade mittels Programmen
wie EXCEL, da ohne Angaben der Unsicherheit jedes Messergebnis
sinnlos wird. Oft leidet bei der Verwendung von Rechnerprogrammen
jedoch die Anschaulichkeit, sodass im Praktikum auch der grafische
Geradenausgleich per Hand gefordert wird.

Im Allgemeinen sind folgende Punkte bei einer grafischen Darstellung
zu beachten:

® Das Blatt bzw. die vom Koordinatensystem aufgespannte Fldche ist

* Beispiel fiir eine Linearisierung: Die
Periodendauer eines Fadenpendels ist
abhingig von der Pendelliange | und
der Fallbeschleunigung g entsprechend
der Beziehung T = 2m,/I/g. Die
Abhéngigkeit von der Pendellange

[ gilt als nachgewiesen, wenn die
grafische Darstellung T2 = f(I) auf
Millimeterpapier eine Gerade ergibt.
Die gesuchte Fallbeschleunigung
kann aus dem Anstieg dieser Geraden
a = 4n? / g leicht bestimmt werden.
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2 Thre Skalen miissen also nicht un-
bedingt im Punkt (0,0) beginnen.

Xo Ly=1Ig-(x—x0)

Abbildung 10.1: Lineare Skale

so zu nutzen, dass der funktionale Zusammenhang gut darstellbar
ist. Das erreicht man z. B. mit unterdriickten Nullpunkten.?

* Die Achsenteilung muss eine gute Ablesbarkeit (Interpolation zwi-
schen den Skalenstrichen) ermoglichen.

¢ Die Achsen sind mit der entsprechenden physikalischen Grofie
(Mafleinheit nicht vergessen!) zu beschriften. Details siehe: , 10
Schritte zum gelungenen Versuchsbericht” (Abschn. 3.3).

* Die Messpunkt sind deutlich erkennbar mit Ihren Unsicherheiten
einzuzeichnen. Die Messpunkte sind nicht zu verbinden.

* Anpassungskurven (im einfachsten Fall eine Ausgleichsgerade)
sind einzuzeichnen und deren Parameter zu bestimmnen. Dabei
ist zu beachten, dass aufgrund der statistischen Sicherheit von 68 %
die Anpassungskurve nicht unbedingt alle Messpunkte mit ihren
Unsicherheiten bertihren muss.

¢ Eine Ausgleichsgerade ist eine Mittelung und setzt wenigstens 6
Messpunkte voraus. Die Ausgleichsgerade geht durch den Schwer-
punkt (siehe Abschn. 10.5)

* Der Anstieg hat eine Mafleinheit und wird im Graphen angegeben.

¢ Zu einer grafischen Darstellung gehort unbedingt eine selbsterkla-
rende physikalische Bildunterschrift.

10.2  Grundbegriff: Skale

Zur grafischen Darstellung werden die physikalischen Grof8en durch
eine geeignete Vorschrift eindeutig den Punkten einer Achse zuge-
ordnet. Da jede physikalische Grofie a als Produkt aus Zahlenwert
{a} und Einheit [a] darstellbar ist (vgl. Abschn. 5.1 Gl. (5.1)), geniigt
es, die Zahlenwerte {a} den Punkten der Achse zuzuordnen. Um die
Darstellung zu vereinfachen, wird im folgenden auf die geschweifte
Klammer verzichtet und fiir die Zahlenwerte x,y ... geschrieben.

Wenn die Zahlenwerte der Unterleilun einer Achse zugeordnet
werden, entsteht eine Skale. Das Ende der Skale (Abb. 10.1) wird hdu-
fig durch einen Pfeil gekennzeichnet welcher die steigende Richtung
der Werte angibt. Die Zuordnung der Zahlenwerte auf der Achse
zu einer physikalischen Grofie und deren Einheit erfolgt durch die
entsprechende Angabe am Achsenende oder mittig unterhalb der x-
bzw. seitlich von der y-Achse mit 4 in [a] oder a[a].

Genauer als das Ablesen des Zahlenwertes auf der Achse ist das
Abmessen der Lange auf der Achse, dafiir geht man wie folgt vor:

¢ Einem Punkt Py der Achse ist ein Zahlenwert x( als Anfangspunkt
der Skale zugeordnet. Haufig wihlt man dafiir den Punkt xo = 0.
Skalen mit unterdriicktem Nullpunkt sind aber fiir die Darstellung
oft viel praktischer.

* Es wird ein Punkt P; gewédhlt und der Strecke PyP; ein ganzzahli-
ger Wert zugeordnet, wodurch auf der Geraden ein Mafistab oder
eine Einheitsldnge Iy festgelegt ist.
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e Allgemein formuliert, wird eine Abbildungsfunktion g(x) festge-
legt, sodass dem Zahlenwert x auf der Skale die Lange

Ly = Ig(g(x) — g(x0)) (10.1)

zugeordnet wird.

10.3 Lineare Skalen

Der einfachste Fall einer Skale ist die lineare (reguldre) Skale (Abb. 10.1).
Dem Anfangspunkt Py der Skale ist der Zahlenwert x = 0 zugeordnet,
der Pfeil kennzeichnet den Richtungssinn, und die Lange I legt den
Maf3stab der Skale fest. Die Abbildungsvorschrift der linearen Skale
ordnet den Zahlenwerten x die Langen [, zu, die proportional zu
x — xo oder bei der in der Abbildung gewahlten Zuordnung xp =0
direkt proportional zu x sind. Hier gilt also

Iy=x-Ig (10.2)

wobei [, und Iz direkt z.B. in Millimetern gemessene Lingen
darstellen, die die Zahlenwerte x bzw. 1 reprdsentieren. Die Abbil-
dungsfunktion der linearen Skale ist die Identitdt (vgl. Gl (10.1)). Ein
und demselben Zahlenwert konnen durch unterschiedliche Mafistabs-
wahl verschieden lange Strecken auf einer Skale zugeordnet werden.
Folgende Kriterien sollten bei der Maf$stabswahl berticksichtigt wer-
den:

Bestimmung der optimalen Skalierung auf einem Blatt:

1. Variabilitdtsbereich: Sind xp,in und xmax der kleinste bzw. grofite
Zahlenwert, der darzustellen ist, und ist L die hochste zulassige
Lange der Skale auf dem Papier, so ergibt sich der Mafistab Iy zu

L
< ——— . 10.
E= Xmax — X¥min (10:3)
Beispiel: Fiir die Zeitwerte 80s bis 140s auf einer linearen Skale
der Lange L = 130 mm ergibt sich die Einheitslange zu:

130 mm mm
lp< — =217
E=T1140-380)s ' s

Man wird den nichstkleineren ganzzahligen Wert Ig = 2 mm wéh-
len und erhélt eine Skale der Lange 120 mm. Da der Variabilitats-
bereich der Zahlenwerte den Wert x = 0 nicht enthilt, ordnet man
dem Anfangspunkt Py den Zahlenwert 8o zu, um die vorhandene
Skalenldnge gut auszunutzen.

2. Genauigkeit: Bei grafischen Darstellungen muss die erreichba-
re Zeichengenauigkeit grofier oder mindestens vergleichbar der
Messunsicherheit sein. Auf einer sehr guten Darstellung auf Mil-
limeterpapier konnen etwa Al = 0,2 bis 0,3 mm geschétzt werden,
woraus sich die Ungenauigkeit der dargestellten Zahlenwerte er-
gibt. Ist Ax Wert der Unsicherheit, so muss Ax > Al sein, und fiir
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Abbildung 10.2: Logarithmische Skale

den Mafistab /i folgt

g > A71 ~ 0,2mm
Ax Ax

Beispiel: Fiir eine Zeitmessung mit der Unsicherheit Ax = 0,001 s

(10.4)

soll noch die dritte Dezimale grafisch darstellbar sein. Es ergibt
sich eine Einheitslange von

0,2mm
0,001s

Haben die darzustellenden Zahlenwerte nur einen kleinen Variabi-

Ig > :200?

litatsbereich, so kann mit dieser Einheitslinge gearbeitet werden.
Ist aber der Variabilitdtsbereich der Zahlenwerte grofd (vgl. Beispiel
oben), so fiihrt diese Wahl der Einheitsldnge zu einer unhandlichen
Zeichung, und die Aufgabe kann grafisch nicht gelost werden.

3. Zweckmifiigkeit der Teilung: Fiir Ablesungen, Interpolationen u. &.

ist es bequem, wenn die Skale gut ablesbar ist. Die Einheitsldn-
ge sollte zu Iy = 1, 2, 4, 5, 10 mm oder Vielfachen davon gewéhlt
werden, weil dann das Eintragen und Ablesen der Zwischenwerte
einfach ist.
Beispiel: Es sind drei Einheitslangen auf einer Strecke von 100 mm
auf dem Millimeterpapier abgetragen. Einer Einheitslinge ent-
spricht dann die Strecke von Iy = 33,333... mm. Schwierig lassen
sich bei dieser Einheitslange Bruchteile ablesen, z.B. 0,7 Ig. Eine
Dreierteilung ist unzweckmafig.

10.4 Nichtlineare Skalen

P I =64 mm N
] | | | | | | ] |
T T T T T T T T T Ll
2 4 6 8 10 20 40 60 80100
I,=1.+ lgx

I, = B4mm +1,602 = 102,5 mm

Fiir die Konstruktion einer nichtlinearen Skale bleiben die oben
genannten Festlegungen (vgl. Abschn. 10.2) giiltig, aber durch die
Wahl der Abbildungsfunktion g(x) wird eine andere Zuordnung ge-
troffen. Bei den linearen Skalen sind die Langen I, den Zahlenwerten
x proportional, bei den nichtlinearen Skalen sind die Langen I, den
Zahlenwerten y = ¢(x) proportional, d. h.

e =Ig(y —yo) =g (§(x) — g(x0)) - (10.5)

Schreibt man an die so konstruierte Skale nicht die Werte y sondern
die Werte x, dann entsteht eine Nichtlinearitdt der Anordnung der
x-Werte (Abb. 10.2).

Im Praktikum sind vor allem nichtlineare Skalen mit der Abbil-
dungsfunktion des dekadischen Logarithmus g(x) = lg x von Bedeu-
tung. Fiir ihn gilt aufgrund der Potenzgesetze (n = ganze Zahl)
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g(10"1) — ¢(10") =1g 10" —1g10" = (n +1)1g10 —nlg10 =1

Ordnet man dem Anfangspunkt Py der Skale den Funktionswert
g(10™) zu, erhélt man fiir die Einheitsldnge der logarithmischen Tei-
lung

Pol; = Ig (g(m““) —g(10”)) -1 . (10.6)
Bei einer logarithmisch geteilten Skale wiichst beim Fortschreiten um eine
Einheitslinge Iz der Funktionswert x um eine Groffenordnung

Die Wahl der Einheitsldnge It einer nichtlinearen Skale ist willktir-
lich und erfolgt nach den gleichen praktischen Kriterien wie bei der
linearen Skale (vgl. Abschn. 10.3).

10.5 Grafischer Geradenausgleich und Anstiegsdreieck

Die mathematisch einfachste Funktion ist die lineare Abhédngigkeit
y = ax + b zweier Variabler x und y, die bei Darstellung auf norma-
lem Millimeterpapier mit linearen Skalen eine Gerade ergibt. Daher
werden in der Physik hédufig Gleichungen so umgeformt, bzw. die
Achsen so gewdhlt, dass ein linearer Zusammenhang dargestellt wird.
In Kapitel 4 Seite 23 ff. wurde z.B. in Abb. 2 zur Bestimmung von
g = % tiber +? aufgetragen. Als Beispiel wird die Bestimmung der
Urspannung Up (Spannung ohne Belastung) und des Innenwiderstan-
des R; eines galvanischen Elementes durch die grafische Auswertung
eines linearen Zusammenhangs zwischen zwei Messgrofsen gewéhlt.
Bei Belastung des Elementes mit dem Strom I betrdgt die Spannung
U an den Ausgangsklemmen des Elementes

u=uy— RZ'I (10.7)

d.h. zwischen den Messgrofien U und I besteht ein linearer Zusam-
menhang. In der grafischen Darstellung U = f(I) (Abb. 10.3) wird
durch die Messpunkte (I;, U;) mit i = 1,...,n nach Augenmaf
eine ausgleichende Gerade (durchgezogene Linie) gelegt. Dabei ist
zu beachten, dass die Gerade durch den sog. Schwerpunkt (I,U)
der Messpunkte mit den Koordinaten I = Y I; /n und U = Y U; /n
gefiihrt werden muss.

Den Innenwiderstand R; erhélt man direkt als (negativen) Anstieg
a der Geraden aus den Punkten (I, U,) und (I, U,) des Anstiegs-
dreiecks oder aus den in Millimetern gemessenen Langen Al; und

Alul
AU Uy-U,  (048-254)V \
S AT L= (142-009) mA _  oma oder (109
—Aliy AL —97 mm 128 mm A%
= L —_— = . = —1 e . .
T Ty Iy 48mm/V  94mm/mA Aoa - (109

Die beiden Punkte des Anstiegsdreiecks wéhle man moglichst weit
auseinanderliegend, um den relativen Ablesefehler moglichst klein
zu halten.
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Abbildung 10.3: Darstel-
lung auf Millimeterpapier

3 T
1e,=97 mm/mA
250> lgy=48 mm/V
~+ a=(1,55+0,21) V/mA
2,
>
£
S5 | E
2 C‘I
1 3
0,5] L N=128 mm
0 0,2 04 0,6 08! 1 1,2 1,4 1,6 1,8
IinmA

Fiir den Innenwiderstand folgt

R =—-a=155V/mA =155k

Die Urspannung ergibt sich aus dem Schnittpunkt der Geraden
mit der U-Achse

Uy = 2,70V

oder rechnerisch aus
U=Uy—R;I ,dh

Uy=U+RI=136V+155V/mA-085mA = 2,68V

Die grafische Auswertung ermoglicht auch die Abschitzung der
maximalen Unsicherheit fiir die Geradenparameter a2 und b, im ge-
wiéhlten Beispiel von R; und Up:

Durch die Messpunkte legt man zwei weitere Geraden (gestri-
chelt in Abb. 10.3) derart, dass die Streuung der Messpunkte und
deren Unsicherheiten im Wesentlichen erfasst wird. Einige (wenige)
Messpunkte (siehe hierzu Ausfithrungen zum 68 %-Vertrauensniveau
in Abschn. 7.2) diirfen auch aufserhalb des durch die gestrichelten
Geraden abgegrenzten Bereiches liegen. Wegen des subjektiven Er-
messensspielraumes kann dieses Verfahren nur zur Abschétzung von
maximalen Unsicherheiten dienen im Unterschied zu den objektiven
Ergebnissen des mathematischen Geradenausgleiches (Abschn. 9.3).
Man bestimmt die Anstiege a1 und a, der gestrichelten Geraden und
berechnet als Unsicherheit

o —a  177-135 V
2 = — = +021kO

Die Unsicherheit Al fiir den Schnittpunkt Uy mit der U-Achse
entnimmt man entweder aus dem Mittelwert der Schnittpunkte der
gestrichelten Geraden mit der U-Achse oder man wendet die kombi-
nierte Unsicherheit (Gl. (8.4)) auf Uy = U + R;I an und erhalt fiir das
Beispiel:

AR; = Aa = +

AUy = + ‘LUQAR,-  10,85mA 0,215 — 4018V
oR; mA

— 4 ‘IARi
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Das vollstandige Ergebnis mit maximaler Unsicherheit fiir das
gewdhlte Beispiel lautet

R, = (1,5+£02)kQ
U = (27+02)V

10.6  Exponentialpapier (halblogarithmisches Papier)

Koordinatenpapiere, auf denen eine Achse mit logarithmischer Skale
und eine Achse mit linearer Skale versehen ist, heiffen Exponential-
oder halblogarithmisches-Papier, weil mit Hilfe dieses Koordinatenpa-
piers Exponentialfunktionen als Geraden dargestellt werden kénnen.
Ein physikalisches Gesetz werde durch eine Exponentialfunktion

y= yoe(kx)

beschrieben, mit den Konstanten yy und k. Bildet man den nattirli-
chen Logarithmus dieser Zahlenwertgleichung dann folgt daraus die
lineare Gleichung:

Iny = Iny, + kx (10.10)

Da jedoch Papier mit einem dekadischen Logarithmus verwendet
wird, linearisiert man die Gleichung mit dem Zehnerlogarithmus:

lgy =1gy, +k(lge)x

Tragt man die Messgrofien y (logarithmische Skale) und x (lineare
Skale) auf Exponentialpapier auf, dann ergibt sich fiir die Langen I,,
und I ein linearer Zusammenhang (Abb. 10.4).

rFy UN
100 |-
Uy
50
20
I
=)
x 10
e 1
I
5 £ 5
- E
o
o0
]
o
| g AL=73 mm \
L 1 1 T T T T T T bl
0 10 20 30 40 50 60 70 Hs

Daher folgt fiir die gesuchte Konstante k:

Al, 1

K= AL Tgle)

Abbildung 10.4: Darstellung auf
Exponentialpapier

85
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Al
ly =1y, +aly mita= A—lz
Dargestellt mit der Einheitslédnge /g zur Bestimmung mit den Abmes-

sungen auf dem Papier (vergl. Gl. (10.1)):

lEy lgy = lEy lgyo + alExx
Somit konnen aus der grafischen Darstellung die Konstanten y

und l Al
N e 1
lg, lge Al

bestimmt werden, wobei fiir Al und Aly direkt die in Millimetern

a (10.11)

gemessenen Langen oder die entsprechenden Funktionswerte gewahlt
werden konnen (vgl. Gl (10.8) und (10.9)).

Als Beispiel sei die Entladung eines Kondensators (Anfangsspan-
nung Uy, Kapazitit C) tiber einen Widerstand R = 3 M() betrachtet,
die entsprechend der Gleichung

u= er(ft/RC) (10.12)

erfolgt. Die Messwerte ergeben eine grafische Darstellung (Abb. 10.4),
aus der allgemein die Konstanten yy und k (Gl. (10.10), bzw. im
gewdhlten Beispiel die Anfangsspannung Uy und die Kapazitit C
berechnet werden kénnen.

Bestimmung von yp: Am Schnittpunkt mit der y-Achse wird die
Lange 1, in Millimetern abgelesen

ly(] lEy lg Yo lg Yo = lyo /lEy

I, Ieu 1g Uo gy = 4 = Uy=758V

(10.13)
Bestimmung von k: Die k-Bestimmung kann entweder aus den
abgelesenen Wertepaaren (1, x1) und (i, x2) erfolgen oder aus den
direkt in Millimetern gemessenen Langen Al, und Al (Anstiegsbe-
stimmung).
Aus Gl. (10.10) folgt:

Algy _lgyi—lgy»

klge = Ax Pr—— (10.14)
Aus Gl. (10.11) folgt:
Al
klge = - A—lx (10.15)
lEy lEx
Fiir das Beispiel (Abb. 10.4) fiihrt dies zu
1 _ Igh0—1g2 1
klge = R—Clge—m— 0,0262s ,
Klge = ———lge— — —2MM _7T3MM__ a1

RC 383mm 1,36 mm/s

woraus der Kapazititswert C = 5,5 pF folgt.
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Zu beachten bei der grafischen Auswertung von Exponentialfunktio-
nen:

Verwendung von halblogarithmischen Papiers zur Bestimmung der
Konstanten im Exponenten:
Ablesen der Abmessung auf dem Papier — Quotient der Langen

(%) durch Ig(e) teilen.

Ablesen der Skalen — Bilden des lg der Skalenwerte (%) und
den Quotienten durch Ig(e) teilen .

Bei Berechnung des (natiirlichen) Logarithmus und anschliefender
Auftragung auf eine lineare Skale berticksichtigen, dass der (nattirli-
che) Logarithmus keine Einheit besitzt (Wert normieren).

10.7 Potenzpapier (doppelt-logarithmisches Papier)

Koordinatenpapiere, auf denen beide Achsen logarithmische Skalen
tragen, nennt man doppelt-logarithmisches oder Potenzpapier, weil
auf diesem Papier Potenzfunktionen eine Gerade ergeben.

Ein physikalisches Gesetz werde durch eine Potenzfunktion

y = yox? (10.16)

beschrieben, mit den Konstanten yy und p. Bildet man den dekadi-
schen Logarithmus, dann folgt fiir die Potenzfunktion

lgy=1lgyo+plgx
Tragt man die Messgrofien y und x auf Potenzpapier auf, dann

ergibt sich fiir die Langen [, und I, ein linearer Zusammenhang
(Abb. 10.5).

ly == lyo + alx

Diese Langen entsprechen aufgrund der Definition der logarithmi-
schen Skale direkt den physikalischen Groflen, sodass

ley1gy = lgy 18 yo + alpc 1g x (10.17)

gilt und somit aus der grafischen Darstellung die Konstanten y
und p = alg, /Ig, bestimmt werden kénnen.

Als Beispiel sei die Durchbiegung s eines Trdgers betrachtet, der
auf zwei Stiitzen im Abstand L aufliegt und in der Mitte durch eine
Kraft F belastet wird. Die Durchbiegung s ist gegeben durch

F .3
5= @L ,

wobei E der Elastizititsmodul und | das Flachentrdgheitsmoment

(10.18)

ist. Zur Uberpriifung der L3-Abhingigkeit werden die Messwerte
s;, L; auf Potenzpapier dargestellt und der Exponent (vgl. Gl. (10.18))
ermittelt (Abb. 10.5).
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Abbildung 10.5: Darstel-
lung auf Potenzpapier

lge = lo/(lg(x) — 1g(x0)) = 278 mm
lpy = 1ly/(lg(y) —1g(yo)) = 125 mm
Daten e
Naherung ——
1 [ -
g
g
=
) :
=
I
e
<
Al;, = 97 mm
071 L 1 | |
! 1,5 2 2,5 3 35

L/10% in mm

Bestimmung von yp: Am Schnittpunkt mit der y-Achse wird die
Lange 1, in Millimetern abgelesen

lyy = Iey1gvolgyo =1y /lgy - (10.19)

Die Bestimmung der Konstanten yq ist nur so einfach moglich,

wenn der Schnittpunkt x = 10° in der grafischen Darstellung ablesbar

ist, andernfalls liest man bei x = 10’ (i = ganze Zahl) den Wert
ly, = Igy - 1gy; ab. Dann ergibt sich aus

yi = yox? = yol0”
lgy; = llgyo+ip

i AL Igy
lgyo = é*lfﬁ'éfy

Bestimmung von p: Die Anstiegsbestimmung kann entweder aus
den abgelesenen Wertepaaren (y1,x1) bzw. (y2,x2) oder aus den
direkt in Millimetern gemessenen Langen Al, und Al erfolgen

_Algy _lgyi —lgy
Algx lgx; —lIgx;

(10.20)

:Algy:A—ly'A—lx (10.21)
Algx lEy ' lEx '

Fiir das Beispiel (Abb. 10.5) fiihrt dies zu dem Wert des Exponenten
der L-Abhédngigkeit (vgl. Gl. (10.18))

151,35-1g0,125

p = Ig3,00—1g137 3,04
_ 131mm . 97mm _
P = 1%mm: 28mm — 01

Die theoretisch erwartete L3 Abhéngigkeit ist also im Rahmen der
Messgenauigkeit bestatigt.
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Schnellkurs und Ubersicht

zur Bestimmung der maximalen Un-
sicherheiten und der kombinierten
Unsicherheit

11.1  Zum Messergebnis gehoren immer eine Angabe der Un-
sicherheit und nur signifikante Stellen

1. Beim Messen arbeiten wir mit Ndherungswerten!

2. Messgerite besitzen nur eine bestimmte Ablesegenauigkeit, die
durch die Skalenteilung vorgegeben ist. Zum Beispiel konnen Sie
bei Messungen mit einem Lineal nur auf den Millimeter genau
ablesen, im allerbesten Fall auf +0,5 mm (=1/2 Skalenteil) schédtzen
oder unter schlechteren Bedingungen (rauhe Kante des Werkstiicks
oder Strichstarke von Linien) nur auf z.B. 2 mm genau mes-
sen. Es unterliegt also Ihrer Einschitzung, eine Messunsicherheit
realistisch anzugeben.

3. Dariiber hinaus haben alle Messgerite eine — vom Hersteller ange-
gebene — systematischen Messabweichung. Ein vierstelliges Digi-
talgerdt im 20 V Messbereich kann nur auf 1omV genau abgelesen
werden (z. B. 18,13 V). Oft ist die systematische Messabweichung,
die sich aus prozentualer Unsicherheit und Quantisierungabwei-
chung zusammensetzt, jedoch grofer als die Ablesegenauigkeit.
Die Quantisierungsabweichung ist die Schwankungsbreite der letz-
ten Stelle (LSB: last significant bit), und betrdgt mindestens £1 LSB
(1 Digit). Betrédgt die systematische Messabweichung z. B. 2,5 %
+5 Digit, wére das anzugebende Ergebnis (18,1+0,5) V.

4. Schétzen Sie bei jeder Messung die Messungenauigkeiten des ver-
wendeten Messverfahrens realistisch ab (Genauigkeit und Teilung
der Anzeige, Ablesegenauigkeit, systematische Abweichung) und
geben Sie zu Threm Messwert stets die maximale Unsicherheit an.
Diese ist eine physikalische Grofie und hat immer die Einheit der
Messgrofle.
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5. Geben Sie beim Ergebnis nur die signifikanten Stellen an. Die An-
zahl dieser Stellen wird von der maximalen Unsicherheit bestimmt.
Die Messwert wird nicht genauer angegeben, als es die Messunsi-
cherheit zuldsst. Beachten Sie, dass z. B. die Angaben (3,5+0,2) kg
und (3,50=£0,15) kg etwas anderes bedeuten.

6. Stellen Sie die Messpunkte zusammen mit der maximalen Unsi-
cherheit in Threm Diagramm dar.

11.2  Kombinierte Unsicherheit bei indirekt messbaren Grofien

Viele Messgrofien sind nur indirekt messbar. Auch fiir diese mitissen
Abschitzungen der Ungenauigkeit vorgenommen werden. Die ma-
ximale Unsicherheit indirekt messbarer Grofien ergibt sich aus der
kombinierten Unsicherheit der maximalen Unsicherheiten der direkt
gemessenen Groflen:

1. Die Groe y = T? ist nur indirekt messbar. Wie grof ist ihre
Messunsicherheit, wenn fiir die direkt gemessene Grofie T die
maximale Unsicherheit AT festgelegt wurde? Zu untersuchen wire
die Anderung der Grofle y, wenn die Grofle T um +AT schwankt.
Diese Anderung kann sofort durch den Anstieg % erhalten werden.
Es gilt:

Ay:%AT

Daraus erhélt man die maximale Unsicherheit von T2 zu A(T?) =
2T - AT. Man sieht, dass A(T?) nicht nur von AT, welches ja fiir
alle Messwerte T konstant sein kann, sondern zusitzlich vom
Messwert T abhidngt und zusammen mit T wachst oder fillt. Das
ist verstdandlich, da der Anstieg eine Funktion von T ist.

2. Meist sind indirekt messbare Grofien, wie z. B. Dichte oder Ge-
schwindigkeit, nur iiber die Messung von mehreren direkt mess-
baren Grofien bestimmbar. Allgemein gesprochen sei die Grofie
F = f(x,y,z) nur tiber die gemessenen Groflen x & Ax, y = Ay und
z = Az bestimmbar (Ax, Ay, ... seien die maximalen Unsicherhei-
ten). Gesucht ist nun AF. Auch hier sind die Anstiege der einzelnen

maximale Unsicherheit AF gilt generell:

Abhiéngigkeiten (partielle Differentiation) entscheidend. Fir die
AF =+ {‘aFAx + ‘aFAy‘ + ’aFAz

pp 3y e } . (11.1)

Da es sich um eine maximale Unsicherheit handelt, werden die
Betrdge addiert. Die Formel erscheint kompliziert, ist aber einfach
handhabbar. Ein Beispiel sei das Volumen eines Zylinders V =
hrd? /4, mit dem Durchmesser d + Ad und der Hohe h + Ah. Die
Ableitungen sind %—Z = nd? /4 und %—g = hmd /2. Eingesetzt ergibt

das:
hrd
—Ad
7od )

Alle Grofien sind schnell eingesetzt und AV kann sofort berechnet
werden. Es hat hier die Dimension eines Volumens.

2
AV:i{ %Ah +
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3. Es geht aber noch einfacher: Oft ist die relative Unsicherheit aussa-
gekriftiger als die maximale Unsicherheit, da dabei die Unsicher-
heit in Relation zur Messgrofie gesetzt wird. Die relative maximale
Unsicherheit der Messgrofie x wird definiert als % oder als prozen-
tuale Unsicherheit % -100 in Prozent. Berechnet man im obigen
Beispiel die relative maximale Unsicherheit, so folgt:

mtd? hrd
™ Ah ara Ad
1% hqd hqd h d

Daraus ergibt sich folgender Merksatz:

Bei einer multiplikativen Verkniipfung (Multiplikation und Division)
der Messgrifien addieren sich die Betriige der relativen maximalen Un-
sicherheiten der einzelnen Messgrdfien. Noch einfacher gesagt: Die
prozentualen maximalen Unsicherheiten addieren sich bei multiplikativer
Verkniipfung.

Beachten Sie dabei, dass die relativen maximalen Unsicherheiten
der Groflen, die mit der Potenz n eingehen, n -mal berticksichtigt
werden miissen.

4. Bei einer additiven Verkniipfung von Messgrofien (es kann sich dabei
ja nur um gleiche GrofSen, wie zum Beispiel Temperaturen, handeln)
addieren sich die Betriige der absoluten maximalen Unsicherheiten. Be-
stimmt man eine Temperaturdifferenz aus den Messwerten T; = AT
(z.B. 300K £ 1K) und T, £ AT (z.B. 290K £ 1K), so ergibt sich
(Th — To) £ 2AT (also 10K + 2K).

5. Bei multiplikativer und additiver Verkniipfung in einer Formel
kann man die oben genannten Rechenregeln auch stiickweise be-
nutzen. Schneller und einfacher geht es jedoch, wenn man gleich
tiber die partiellen Ableitungen geht.

6. Rechenregeln zur Abschdtzung der maximalen Unsicherheit fiir ei-
nige funktionale Zusammenhinge zwischen indirekter MessgrofSe
F und den direkten Messgrofien x + Ax und y £ Ay:
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Funktionaler Zusammenhang | Ableitungen | maximale Unsicherheit AF | Relative Unsicherheit 4F
F = sinx % = cosx |cos x Ax| tarllex’
F B lnx % - % %Ax‘ x?rfx
F= & =
Qo= x |y Ax| + [x Ay bx) 4| %|
F o= « L |2x Ax 24
Fo= x| $ = L s 4] e
F = x+y = 1
£ = 4 |Ax| + |Ay| %‘i‘ﬁy‘

Tabelle 11.1: Rechenregeln

11.3  Die Moglichkeit der Verkleinerung der Messungenauigkeit
durch vielfach wiederholte Messung einer Grofie

In den meisten Experimenten wird man mit einer Messung, einer
zusétzlichen Kontrollmessung und der abgeschdtzten maximalen Un-
sicherheit arbeiten miissen. Wenn man viel Aufwand treibt, kann man
die Messungenauigkeiten einer direkt gemessenen Grofse verkleinern,
indem man z. B. ein und dieselbe Messung sehr oft (n-mal) wiederholt
und dann eine sogenannte statistische Betrachtung durchfiihrt.

Der wahrscheinlichste Wert der direkt gemessenen Grofle x (Messwer-
te x; miti =1,...,n und n > 6) ist dann der arithmetische Mittelwert
x=1y" x; Man definiert die Abweichungen der Messwerte vom
wahrscheinlichsten Wert als v; = ¥ — x;. Wenn diese Abweichungen
symmetrisch um den wahrscheinlichsten Wert streuen, verschwindet
ihre Summe (gleich viele positive und negative Abweichungen) und
man spricht von zufélligen Unsicherheiten mit einer statistischen
Verteilung (gaufische Glockenkurve).

Man definiert die mittlere Unsicherheit der Einzelmessung (Standard-
abweichung) als
X (0:)?

n—1

SX::I:

Diese Standardabweichung besagt, dass zwischen den Werten ¥ —
sx und ¥ + sx ca. 68 % aller Messwerte liegen bzw. ein beliebiger
Messwert mit 68 %-iger Wahrscheinlichkeit in diesem Bereich zu
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finden ist. Dieser Bereich ist genau der von den Wendepunkten der
Glockenkurve eingeschlossene Bereich. Die Standardabweichung gibt
die Toleranz einer einzelnen Messung an.

Fiir uns wichtiger ist die Standardabweichung des Mittelwertes, al-
so die mittlere Unsicherheit des wahrscheinlichsten Wertes unserer
Messgrofe: Diese Unsicherheit wird auch Vertrauensbereich genannt:

Y (vi)?

X =\ =)

Das Ergebnis der vielfach wiederholten Messung einer direkt gemes-
senen physikalischen Grofie lautet also (Mittelwert & Vertrauensbe-
reich):
X+5x

Fiir die Bestimmung des Vertrauensbereichs 5r einer indirekt gemesse-
nen GroBe F = f(x,y, ...) aus den Messgrofien ¥ & 5x und 7 + 5y wird
wieder die kombinierte Unsicherheit verwendet. Bei statistisch ermit-
telten Unsicherheiten ersetzt man die lineare Addition (c = a + b)
durch eine pythagoriische Addition (c = v/a* + b?), da man hier davon
ausgeht, dass sich Unsicherheiten auch zum Teil kompensieren kon-
nen (Die Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist kiirzer als
die Summe der beiden Katheten). Fiir die kombinierte Unsicherheit
gilt deshalb (vgl. Gl. (11.1)):

s =4/ (s 2+ oF 2+
F = axx aySy

Die relative Unsicherheit der indirekt gemessenen GrofSe F ist dann

definiert als 5g/F.

Die oben genannte Rechenregeln gelten auch fiir den Fall der
kombinierten Unsicherheit mit Vertrauensbereichen, nur dass hierbei
nicht linear, sondern pythagordisch addiert wird:

1. Bei multiplikativer Verkniipfung der Messgrifien addieren sich die relati-
ven Unsicherheiten pythagoriisch.

2. Bei additiver Verkniipfung der MessgrofSen addieren sich die absoluten
Unsicherheiten der MessgrdfSen pythagoriisch.

In Féllen, in denen nur eine von mehreren Messgrofien vielfach ge-
messen wurde, ist nattirlich wieder die Abschédtzung der maximalen
Unsicherheit mit linearer Addition zu verwenden. Als maximale Unsi-
cherheit der vielfach gemessenen Grofse wird dann der Vertrauensbe-
reich eingesetzt, fiir alle anderen Grofien die maximale Unsicherheit.
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11.4 Bezeichnung nach GUM  (Alte) umgangssprachliche
Bezeichnung
(Mess-) Abweichung (Mess-)Fehler
¢ Differenz (Abweichung) zwischen einem der Messgrofie zuzuord-
nenden Wert (Messwert) und dem unbekannten wahren Wert
(Mess-) Unsicherheit (Mess-) Fehler

¢ von der Messabweichung begrifflich klar zu unterscheiden

e Maf fiir die Genauigkeit der Messung; kennzeichnet die Streuung
oder den Bereich derjenigen Werte, die der Messgrofse ,, verntinfti-
gerweise” als Schétzwerte fiir den wahren Wert zugewiesen werden
konnen

* beschreibt Unkenntnis (Unsicherheit) einer Messgrofse

* nach einem einheitlichen Verfahren berechnete und in einer be-
stimmten Weise mitgeteilte Messunsicherheit driickt die Starke des
Vertrauens aus, mit der angenommen werden darf, dass der Wert
einer gemessenen Grofie unter den Bedingungen der Messung
innerhalb eines bestimmten Wertintervalls liegt.

Systematische Messabweichung Systematische Fehler

* bei Wiederholung der Messung reproduzierbar in Vorzeichen und
Betrag

¢ oft schwer erkennbar und z.T. korrigierbar

Zufillige (statistische) Messabweichung Zufiillige Fehler

¢ nicht reproduzierbar, sondern stochastisch (zufallig)
* positive und negative Abweichungen moglich

¢ statistische Streuung um einen Mittel- bzw. Erwartungswert

(meist) abnehmende Haufigkeit fiir wachsende Abweichungen

beschreibbar mit mathematischer Statistik

Standardunsicherheit vom Typ A

* entspricht der (statistischen) Standardabweichung bei wiederholten
Messungen

Standardunsicherheit vom Typ B

* wissenschaftliche Beurteilung aller Informationen tiber die mogli-
che Streuung der Messgrofien wie Fehlergrenzen, Herstelleranga-
ben etc.
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Priizision Prizision

Beschreibt, wie ,,gut” (unscharf formuliert) eine Messung durchge-
fihrt wurde bzw. wie reproduzierbar (besser formuliert!) ein Messer-
gebnis ist. (Die Forderung nach Reproduzierbarkeit ist ein Grundkri-
terium experimenteller Arbeit!)

Genauigkeit Genauigkeit
Gibt an, wie nahe ein Messwert am (i. a. unbekannten) ,,wahren” Wert
liegt

Maximale (Mess-) Unsicherheit Grofstfehler

grofstmogliche, d. h. die unter ungiinstigsten Umstédnden auftretende
Abweichung einer Messgrofie oder eines Ergebnisses vom Erwar-
tungswert.

Kombinierte (Mess-) Unsicherheit Fehlerrechnung

Messunsicherheit einer indirekten Messgrofle wird mit Hilfe bestimm-
ter Gleichungen berechnet

Graphische Darstellung der Messunsicherheit Fehlerkreuz/Fehlerbalken

Darstellung der systematischen oder statistischen Messunsicherheiten
beruhenden moglichen Abweichungen der Messwerte vom tatsachli-
chen Wert in einem Graphen.

Genauigkeitsklasse Fehlerklasse

gibt die maximal zu erwartende Abweichung eines Messwertes vom
wahren Wert der zu messenden physikalischen Grofie an. Die Abwei-
chung ist durch das Messgerét selbst bedingt.

Quantisierungsabweichung Digitalisierungsfehler

Da bei der Digitalisierung einer kontinuierlichen Werteverteilung nur
diskrete Werte verwendet werden konnen, ist die Quantisierung der
Werte mit einer Rundung verbunden, die eine Abweichung verur-
sacht.
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